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绝热演化中一般量子态的几何相位

吴! 飙(

（中国科学院物理研究所! ’%%%)%! 北京）

刘! 杰
（北京应用物理和计算数学研究所! ’%%%))! 北京）

摘! 要! ! 在绝热演化中的几何相位（即 *+,,- 相位）被推广到包括非本征态的一般量子态. 这个新的几何相位同

时适用于线性量子系统和非线性量子系统. 它对于后者尤其重要因为非线性量子系统的绝热演化不能通过本征态

的线性叠加来描述. 在线性量子系统中，新定义的几何相位是各个本征态 *+,,- 相位的权重平均.
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$%%& / %& / %P 收到初稿，$%%& / %Q / $P 修回

(! 通讯联系人. L:32F：DHAR 3=>-. 2=>-. 3<. <B

! ! 在 ’P’’ 年召开的第一届索耳未（S4FE3-）会议

上，洛仑兹（54,+B;T）曾向爱因斯坦提出了一个简单

而有趣的单摆问题［’］. 这个单摆和通常情况唯一不

同的地方是它的绳长可以随意调节. 如图 ’ 所示. 爱

因斯坦发现，如果绳长变化非常缓慢，那么单摆的能

量和振动频率之比是个守恒量. 从被讨论问题的简

单性可看出，洛仑兹和爱因斯坦间的这个讨论可能

是自牛顿建立经典力学以来关于绝热演化的第一个

讨论. 绝热演化是指在一个或多个系统参量缓慢变

化下系统的动力学演化. 图 ’ 中的可变绳长单摆是

个典型而又最简单的例子. 后来人们对绝热演化进

行了 系 统 的 研 究，建 立 了 经 典 力 学 中 的 绝 热 定

理［$］. 这个定理说，在绝热演化中系统的作用量是

守恒不变的. 作用量因而被称作绝热守恒量. 有兴趣

的读者可以验证一下单摆的能量和振动频率之比就

是它的作用量.
自薛定谔在 ’P$# 年写下他著名的方程，量子系

统的绝热演化很快引起了人们的注意. *4,B 和 J4<U
在 ’P$) 年证明了量子力学中的绝热定理［"，#］. 这个

定理告诉人们，每个本征态上的布居数在绝热演化

过程中是守恒的. 或者说，在绝热演化中量子系统的

能级之间没有隧穿. ’P)# 年，V. W. *+,,- 在对绝热

演化的研究中取得一个里程碑式的突破. 他发现，除
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图 !" 绳长可变的单摆

了绝热守恒，量子系统在绝热演化中还有一个奇特

的性质：如果系统沿参数空间中的一个环路演化一

周（见图 #），那么它的本征态在动力学相位之外会

得到一个具有几何性质的相位［$］% 这个令人惊奇的

发现立刻在物理学界引起了极大的兴趣% 首先，这个

几何相 位 很 快 在 光 学 和 核 磁 共 振 实 验 中 被 观 测

到［&］，随后人们对它进行了各种推广，更重要的是

它在很多领域得到了广泛应用，比如 ’()*+ 电子的

动力学［,］% 这个几何相位现在被称作 ’-../ 相位，人

们对其的研究热情一直持续至今% 有兴趣的读者可以

参考文献［0，1］，那里有详细介绍% 有趣的是在经典力

学中存在类似的几何角，现称 23443/ 角［!5］% 略具讽

刺意味的是这个几何角是在 ’-../ 相位的启发下发现

的，尽管经典力学比量子力学早建立两百多年%

图 #" 参数空间中的一个闭合回路

在介绍我们的工作之前，有必要简单介绍一下

’-../ 相位% 考虑一个依赖于某些外界控制参数 ! 6
｛!!，!#，!7，⋯｝的量子系统 "（!）% 在任何一个给定

参数 !，这个系统有一套能量本征态

"（!）8 !4（!）〉6 #4（!）!4 8（!）〉 （!）

根据量子绝热定理［9］，在绝热演化中，量子系统如

果一开始就处于某个本征态 8 !4〉，它将一直处于该

本征态% 但该本征态的相位会发生变化% 长期以来，

人 们 认 为 这 个 相 位 变 化 是 动 力 学 的，由

&:$#4（!（ $））给出% 直到 !109 年，’-../ 才发现这是

不对的% 他发现，如果绝热演化是沿一个环路进行，

那么量子系统在沿环路回到原来状态时会得到一个

动力学相位之外的几何相位% 这个相位是

"4（%）& ’%:!〈!4（!）8 ; !
!!

8 !4（!）〉% （#）

上式清楚表明，’-../ 相位只依赖于闭合曲线 % 的几

何性质，和量子系统如何沿这条曲线 % 缓慢演化的

细节无关% 注意 ’-../ 相位只对本征态有定义%
我们最近对这个有趣的几何相位进行了推广，

对包括非本征态的一般量子态定义了一个新的几何

相位［!!］% 这个新相位同时适用于线性量子系统和非

线性量子系统% 我们的动机来自对稀薄原子气的玻

色 < 爱因斯坦凝聚物（’=>）的研究% ’=> 系统在很

多情况下可以用一个宏观波函数 ! 来描述，具有一

个整体相位% 我们想知道，如果 ’=> 在某个参数空

间绕一环路绝热演化一周，这个 ’=> 的相位会如何

变化，特别是这其中对应的几何相位是什么% 可是，

’=> 是一个非线性量子系统因为描述 ’=> 的宏观

波函数满足一个非线性波动方程，?.)@@ < A;B3-C@D;;
方程［!#］% 这样，要回答前面提及的问题我们就必须

将 ’-../ 相位推广到非线性量子体系中%
不失一般性，考虑如下非线性薛定谔方程

; :
:$ ’ !〉& "（!!，!；!）8 !〉， （7）

其中 ’ !〉&（!!，!#，⋯，!(），!) 是波函数 ! 在用一

套归一的本征基矢展开时的第 ) 个分量% 我们假设

系统具有整体规范不变性因为物理上令人感兴趣的

系统都有这种对称性% 当 " 不依赖于波函数 ! 时，

以上便是通常的线性薛定谔方程% 对（7）式描述的

非线性系统，可以类似于线性系统定义本征态，

"（!!4 ，!4；!）8 !4（!）〉6 #4（!）8 !4（!）〉%

（9）

我们可以直接用（#）式来定义这些非线性本征态的

绝热几何相位% 这样，将 ’-../ 相位推广到非线性

量子系统的工作似乎就如此简单地完成了% 下面我

们会看到这只是很小的一步% 由于线性量子系统中

存在线性叠加原理，我们可以用本征态来研究一般

量子态的行为% 特别地，虽然 ’-../ 相位只对本征态

有定义（#）式，但在线性叠加原理的基础上它可以
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被用来描述一般量子态的绝热演化( 具体地说，如果

初始状态是一个一般量子态

! !（ " # %）〉# (
$
%$ ! !)（!%）〉 （&）

其中 !% " !（ " * %）( 根据量子绝热定理［#］，每个本征

态上的布居数 + %$ +
$ 在绝热演化中守恒( 这样，系统

在沿一个环路绝热演化一圈后，参数 ! 回到初始值

!% 而同时这个一般量子态演变成

! !（&）〉# (
$

,-")（’）( -& &%."))（*（ "））%$ ! !)（!%），

（/）

其中 & 是整个绝热演化所用的时间( 以上表明，利

用线性叠加原理，只对本征态有定义的 0,112 相位

可以充分地描述一般量子态的绝热演化( 在非线性

量子系统中，情况就完全不一样了( 这里没有线性

叠加原理，用（$）式定义的本征态的绝热几何相位

不再能用于描述一般量子态的绝热演化( 因而要将

0,112 相位推广到非线性量子系统中，我们必须对一

般量子态直接定义几何相位，上面对本征态的定义

是远远不够的(
我们现在介绍在非线性量子系统中定义一般量

子态的绝热几何相位( 系统的非线性性构成了很大

的困难，量子力学中常用的处理问题的方式方法，比

如（&）式中的线性展开，都不再适用( 为了克服非线

性带来的困难，我们将非线性量子系统在数学上表

述成一个经典哈密顿系统( 具体地说，存在一个经典

哈密顿量 +（!!，!；!）；应用泊松括号｛!!, ，!-｝#
-# ,- ，（"）式中的运动方程可以表述成这个哈密顿系

统的哈密顿运动方程，

- .
."! , # -｛! ,，+（!!，!；!）｝* !

!!!,
+（!!，!；!）

（3）

注意这里把量子系统表述为经典哈密顿系统在数学

上是严格的，它不同于半经典近似下（$)%）的经典

4 量子对应( 量子系统具有这种哈密顿结构这个事

实其实已被注意到很长一段时间了，读者可参考文

献［’"，’#］( 具体看个例子，一个非线性二能级系

统，

-
.!’

." #［. ! !$ !
$ / 0

$ ］!’ / 1 ( -2
$ !$ 3 （5）

-
.!$

." #［. ! !’ !
$ ( 0

$ ］!$ / 1 / -2
$ !’ 3 （6）

这个系统的经典哈密顿量是

+ # 1
$（!!’ !$ / !!$ !’）( - 2

$（!!’ !$ ( !!$ !’）/

! ! 0
$（ ! !’ !

$ (! !$ !
$）/ . ! !’ !

$ ! !$ !
$ （’%）

读者可将其代入（3）式，通过一番简单的代数计算

重新得到上面的非线性二能级系统(
经典哈密顿系统可以被分为可积和不可积系

统( 从上面我们看到量子系统具有经典哈密顿结

构，因而它们也可以从这个经典的角度被分为可积

和非可积系统( 为了下面好表述，我们称这种可积性

为量子系统的经典可积性( 按这种分法，所有线性

量子系统都是经典可积的( 注意这种可积性和熟知

的与量子混沌有关的量子可积性是不一样的( 本文

将只考虑经典可积非线性量子系统( 在文献［’’］

中，我们也讨论了不可积系统(
在经典可积的非线性量子系统中，可以通过正

则变换引入作用量 # *｛4’，4$，⋯，45｝和角变量 ! *
｛%’，%$，⋯，%5｝( 这些变量对系统的描述和波函数 !
在数学上是等价的( 这个变换意味着非线性量子系

统的波函数 ! 可以看作这些作用量和角变量的函

数，

! # !（#，!；!） （’’）

根据经典绝热定理［$］，这些作用量是绝热不变量(
因而在绝热演化中，波函数只是通过 ! 和 ! 随时间

演化( 我们于是可以做如下展开

〈! ! 6 ! !〉# (
5

7 # ’
〈! ! !

!%7
! !〉.%7 /

〈! ! !
!!

+ !〉·.!( （’$）

上式右边第二项清楚地依赖于参数空间的几何性

质( 对其进行环路积分并作平均，我们便得到了一

般量子态的绝热几何相位，

8（.）# &9.!〈!（#，!；!）+ - !
!!

+ !（#，!；!）〉(

（’"）

以上的平均是对所有具有相同作用量 4 的初始态进

行的( 它的目的是去除新相位 " 对角变量 % 动力学

的依赖( 如果 " 依赖于 % 的动力学，它会受系统如何

缓慢地沿闭合曲线 ’ 影响，相位 " 便不再是几何

的(
现在将（’"）式中定义的几何相位应用于几个

特例( 先看本征态( 如果系统处于本征态 +!)〉，当 *
不变时，系统将始终处于该状态，只有系统波函数

! 的相角在改变，

! !（ "）〉# , ( -&（ "） ! !)（*）〉3 （’#）

这表明这时系统实质上只有一个自由度，它的作用

量是 4 *〈!) + !) 〉而角变量就是波函数的相角 % #
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!! 于是对于绝热演化我们得到

"
"!

" !〉# $%&"（ !） "
"!

" !’〉! （()）

将其代入（(*）式，便得到了本征态的几何相位，

+$,,- 相位!
再看线性量子系统! 假设有一个一般量子态，

它是 " 个本征态的叠加

# !〉$ (
"

% $ (
&% # !’（!）〉! （(.）

同样地，根据它在外界参数 ! 不变时的动力学，我

们可以看出这种情况下，系统实质上有 " 个自由

度! 选择 "!’〉做基矢，（*）式中 的运动方程便成为

" 个独立的运动方程

& /
/! &% $ ’’&%，( % $ (，0，⋯，") （(1）

由此不难看出，这种情况下，作用量就是布居数 " &% "
0

而角变量是 &% 的幅角 "’ ! 强调一下，以上讨论是在

! 固定的情况下进行的! 回到绝热演化，我们有

"
"!

" !〉# (
"

% # (
&%$

%&"’（ !） "
"!

" !’〉! （(2）

将其代入（(*）式，我们得到线性量子系统中一般量

子态的几何相位，

# $ (
"

*，% $ (
&/! &!* &%〈!’（!）" & /

/! " !’（!）〉

3 # (
"

*，% # (
" &% "

0&/!〈!’（!）" & /
/! " !’（!）〉

# (
"

% # (
" &% "

0#’（+）! 3 3 3 3 3 3 3 3 （(4）

在上式的计算中非对角项（**%）由于对幅角的平

均而为零! 上式显示线性量子系统中一般量子态的

几何相位是各个本征态 +$,,- 相位的权重平均!
最后，提一下我们在 055* 年的一个相关工作!

在这个工作中，我们将量子绝热定理推广到了非线

性量子系统中［(.］! 回顾历史，我们知道自 (426 年

+$,,- 相位被发现后，量子绝热定理和 +$,,- 相位便

构成了对线性量子系统中绝热性的一个完备描述!
另外，78’’8- 角和经典绝热定理则是对经典力学中

绝热性的一个完备描述! 我们这里提出的新的几何

相位和我们 055* 年的工作［(.］同样是对非线性量子

绝热性的一个完备描述!
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封3 面3 说3 明

立方 >S*T 热稳定性较差，因此在其薄膜的生长过程中，氮原子不断从｛(((｝面析出，留下由富铜的

｛(((｝面包围的纳米晶粒! 当薄膜与衬底间聚集的氮气到达一定程度时，会引起 >S*T 纳米晶粒沿｛(((｝面的

滑移，类似于造山运动! 由于｛(((｝面间角接近 10‘，因此由大量金字塔形的纳米晶粒堆积而成的隆起在中心

处常常会呈现完美的五次对称性，向外沿展的分叉夹角则在 16‘左右! 这些微米大小的、高度对称的纳米晶

隆起像撑开的小阳伞，在扫描电子显微镜下排列出一幅美丽的夏日海滩图景! 相关内容见：]& D Y ,! &-!
T8’:=$?A’:;:C-，055)，(.：0540!

（中国科学院物理研究所3 曹则贤）
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