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【北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿】（XVIII） 

第十章  量子门与简单量子网络 
前言——作为信息载体的量子态 

一个纯量子态中各叠加成分的系数模值、内部相因子和纠缠

模式都可以荷载人们设定的信息。不少混态也可以用来作为信息

的载体。  于是，对量子态的制备、操控、存储和传送，就开辟了

量子信息论这一新领域。 

    量子信息论中用到量子系统许多特殊的不同于宏观系统的性

质。它们包括：  叠加性质——作为量子计算机细胞的量子位可以

处于经典布尔态的任意复系数的线性组合态上  
                      true falseα β+                 （10.1） 

并且，此叠加态的两个组分都能按同一个幺正变换进行演化，这

就形成了并行的计算路径；相干性质——这种叠加是相干叠加；

塌缩性质——如果对这一叠加态进行测量，将出现向两个组分之

一塌缩，这类塌缩是概率的、非定域的、不可逆的、切断相干性

的；不可克隆性质——未知的量子信息态不可能以 100%成功的概

率被精确克隆，并且观测时必定引入扰动；纠缠性质——例如，

当整个存贮器处于一个确定的量子态时，其中某些量子位可以各

自都不处于确定的量子态上。其中有些性质前面已叙述过，有些

下面将阐述。  
§10.1 量子逻辑门的构成与运行  

1，量子态的存贮—量子位与量子存贮器  
i，量子位(quantum bit=qubit)的实现和转动  

【bit──qubit 对比】  

           Bit      Qubit 
    构成  双稳态电子线路  光子极化状态、电子

（或原子核）自旋状态  
I  可取的状态      0 1or  1 20 , 1 0 1and C C+  

  测量影响  不受测量（读出）影响  叠加态将受测量（读

出）影响  

【qubit 物理实现举例】  

    【例 1】qubit=静磁场 ( )zeB 0− 下原子核磁矩状态。调控手段则
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是 x-y 平面内射频磁场脉冲   

B t( )。这里有两个磁场：弱静磁场用于

定义两个布尔态，它所产生的演化称自由演化；射频磁场脉冲则

是调控状态的手段。  

    【定义 1】鉴于    H = −

µ ⋅

B0 ，核磁矩顺静磁场取向状态为

 
0 = 1

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
，逆静磁场取向状态为

 
1 = 0

1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
。注意，由于定义不同，

各书的二维矩阵表示可能有所不同。 

     【定义 2】平均自旋矢量---极化矢量   

P = ϕ


σ ϕ 。它在外磁场

中的进动运动符合经典图象。  σ的本征态及相应 P

为  

              

   

1
2

1 ± 0( ) , 
P = ±1,0,0( )

1
2

1 ± i 0( ) , 
P = 0,±1,0( )

0 , 1 ,

P = 0,0,±1( )

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

        （10.2）  

    常常对单个 qubit 进行各种转动操作。这类转动操作的物理基

础也各不相同。其中比如，自旋（磁矩）在外磁场中的进动。  

   转动操作举例：设转动前自旋状态为  
 
0 = 1

0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
，  经受转动   

           
   
R π

2
ey

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= exp −i π 4( )σ y{ } = 1

2
1 −1
1 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

        （10.3） 

∴  

  
ϕ

after Rotation
= 1

2
1 −1
1 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

                         Z  

              
 
= 1

2
0 + 1( )        (10.4)              Y 

成为叠加态，它在进行自旋分量测量时，  

将以相等的概率随机塌缩到 0 1or 。         X 

      ii，量子存储器及其置零态与初始态  
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  设有 L 个 qubit，组成一个量子存储器。于是，一个数的二进

制表示为              

   a0 ⊗ a1 ⊗⊗ aL−1 = a0 ,a1,,aL−1            (10.5a) 

          ai = 0,1 ; i = 0,1,, L −1( )  
若以十进制数表示，这个态可记为:                

    a        
1

0
2

L
i

i
i

a a
−

=

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑             (10.5b) 

“置零态”为    

                   
0 = 0 ⊗ 0 ⊗⊗ 0              （10.5c）  

现对存储器(L 个 qubit)实行如下的旋转操作：  

       

   

0 = 0 ⊗ 0 ⊗⊗ 0
R π

2

ey

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒
1
2

0 + 1( )⊗ 1
2

0 + 1( )⊗⊗ 1
2

0 + 1( ) =

= 1
q

0 + 1 + 2 + + q −1{ } = 1
q

n
n=0

q−1

∑ , q = 2L( )

 

 
   
initial = 1

q
n

n=0

q−1

∑ = 1
q

0 + 1 + 2 + + q −1{ }      (10.6) 

这就是开始运算时存贮器的“初始状态”或“基准状态”。  
    这里予先指出，此处（10.6）式已清楚地表明了量子计算的高

度并行性。设有一个需要做的算法 f ，它对应到量子逻辑网络上，

翻译成对量子逻辑门的一系列幺正变换的乘积，最后总并为一个

幺正变换 ( )U f 。于是有  

   

   

U f( ) initial =U f( ) 1
q

n
n=0

q−1

∑ = 1
q

U f( ) 0 + +U f( ) 2L −1{ }
= 1

q
f 0( ) 0 + + f n( ) n + + f 2L −1( ) 2L −1{ }

 (10.7) 

这就是说，由于量子态线性叠加性质，算符对计算机中全部可能

的自变数态，一次性地将相应函数值全部计算出来，只不过是相
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干叠加着的，一旦测量便会塌缩到其中某一个函数值。所以真正

要取出全部计算数据需要宏观数目的这类同样计算机同时工作。  
 2，量子态的操控  

   量子态操控通过各种量子逻辑门来实现。量子逻辑门可用多种

物理系统的多种物理过程实现。比如，核磁共振（NMR）、量子点、

离子阱、半导体硅基、Josephson 结等。下面用 NMR 方法来说明。  

i, 单 qubit 量子门── ( ),U α ϕ 门  

( ),U α ϕ 门  

输入  输出  

0  cos 0 sin 1iie ϕα α−  

1  cos 1 sin 0iie ϕα α−−  

   【物理实现】一个脉冲磁场，在 (x-y)面内存在 τ 时间间隔：

   

B =


B cosϕ , sinϕ , 0( )，它招致自旋绕磁场方向进动一定角度。设  

  
eB =


B

B ，

   
ω L = 2



µn


B 为拉摩进动频率， Lω τ 为进动转过的角度。这

个脉冲磁场使自旋态产生   SU 2( )变换（
2
Lω τα = ），  

   

   

exp − i
2

σ ⋅ eBω Lτ

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

≡ exp −iα

σ ⋅ eB{ }

= exp −iα σ x cosϕ +σ y sinϕ( ){ }
= cosα −i sinα eiϕ

−i sinα e− iϕ cosα

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

      （10.8）  

特例 1：非门
  
U α = π

2
,ϕ = 0⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= σ x =

0 1
1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
。  

特例 2：Hadamard 门是执行以下转动的单个 qubit 门，  

 
0 → 1

2
0 + 1( ) ; 1 → 1

2
0 − 1( )             (10.9) 
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这相当于
  
e− iπσ x 2e− iπσ y 4 = −i

2
1 1
1 −1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
（也见【4】中文译本 p.18、163）。

回忆第一章叙述可知，这个门也可以用半透片或者相移器来实现。 

    特例 3：两个特别的 ( ),U α ϕ 相乘：一个非门乘一个 ,
2

U π ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

，便

可以构成相位门
( )

( )
exp 0

0 exp
i

i
i

ϕ
ϕ

⎛ ⎞−
− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

。  

ii, 双 qubit 量子门──CNOT 可控非门  

CNOT 

输入        输出（mod2） 

控制 qubit 工作

qubit 

控制

qubit 

工作

qubit 

0  0  0  0  

0  1  0  1  

1  0  1  1  

1  1  1  0  

由此真值表可知，CNOT 门实际上是个 mod2 的加法门（即工作位

的输出是两个输入量子位数值的相加，逢 2 舍去—modulo2=mod2）。 

    【物理实现】NMR。 三氯甲烷 3CHCl    

B0 = −


B0
ez 。控制位 qubit A

为    

B0 下的 1H原子核自旋 ˆ

zAI ；工作位 qubit B 为    

B0 下的 13C原子核自

旋 ˆ
zBI ；这个系统的 Hamiltonian 为  

                 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2A zA B zB zA zBH I I JI Iω ω π= + +              (10.10) 

在说明如何施加脉冲磁场对原子核自旋进行调控，以达到运

算的目的之前，先分析一下这个 Hamiltonian。当外加交变磁场脉

冲的频率正好等于某个原子核的固有频率时，该原子核的自旋将

绕这个磁场方向作进动运动。进动频率就是 Lamor 频率（受磁场
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大小决定），进动时间就是该磁场脉冲存留的时间。这就是以共振

方式所作的进动运动。在此磁场脉冲期间，别的原子核自旋将不

进动。为说明方便，平移能量的原点：当 ,zA zBI I 向下时，将它们量

子数算作零，相应附加能量均为零，而朝上取向时，量子数算作 1，
相应附加能分别为    ω A ,ω B 。  

    现在，当控制位 A 原子自旋为零时，工作位 B 原子进动频率

是 Bω ；而当 A 位的自旋为 1 时，B 位自旋进动的频率加快了，成

为 2B Jω π+ 。这就是下面所作分析的关键所在。  

现在研究在“ ( )2Y π ── τ 进动── ( )2X π− ”系列脉冲操作下 B

核自旋运动，这些运动使工作位 B 核承当着 CNOT 门的计算任务： 
 i,       Z                    ii,   Z  
 
                                                   
 

Y                           Y     

  ↓

B0  

                                              ↓

B0   

 X                             X  

      
BABA

0000 →                
BABA

1010 →      

             Z                      Z              

   iii,                         iv, 
 
 
                       Y                      Y                                      
                        

  ↓

B0                                                              ↓


B0  

     X                       X  

       
BABA

1101 →                
BABA

0111 →   

应当说明，上面这些操控图解只是原理演示性质。因为这些图解

叙述并未考虑这种 CNOT 门工作中的误差问题和抗干扰问题。比

如，始终存在的恒定磁场对极化矢量进动一直有影响；分子热运
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动的影响；而当 NMR 技术中利用几何相——Berry 相位工作时，

未表明如何划分几何相因子和动力学相因子，以及如何消除后者

影响等问题。详细可见有关文献。比如，国内就有不少很好的工

作  【6、7、8、9】，可供参考。其中除【6】是关于离子阱双量子

门的理论工作外，都是关于几何相量子门的理论或实验工作。  

§10.2 量子门简单组合及量子网络分解  

    1，量子门的简单组合  

         i, 逻辑门的作用与记号（为确定，依 zσ 本征态的约定）  

非门——单输入单输出 NOT 门：  

0 1 1 0
in out

in in out out

x x
α β α β

⎧ →⎪
⎨ + → +⎪⎩

 

      与门——两输入单输出 AND 门：  

( ) ( )
1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 20 1 0 0 1

x y x xy

y yα β α β

⎧ ⊗ → ⊗⎪
⎨ + ⊗ → ⊗ + ⊗⎪⎩

 

      非与门——两输入单输出 NAND 门：  

( ) ( )
1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 20 1 0 1 1

x y x xy

y yα β α β

⎧ ⊗ → ⊗⎪
⎨

+ ⊗ → ⊗ + ⊗⎪⎩
 

      或门——两输入单输出 OR 门：  

        
( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 20 1 0 1 1

x y x x y

y yα β α β

⎧ ⊗ → ⊗ ⋅⎪
⎨

+ ⊗ → ⊗ + ⊗⎪⎩
 

      非或门——两输入单输出 NOR 门：  

 ( ) ( )
1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 20 1 0 1 0

x y x x y

y yα β α β

⎧ ⊗ → ⊗ ⋅⎪
⎨ + ⊗ → ⊗ + ⊗⎪⎩

 

      控制非门——两输入单输出 XOR 门：  
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( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 1 2 1 2

mod2

0 1 0 1

x y x x y

y y yα β α β

⎧ ⊗ → ⊗ +⎪
⎨

+ ⊗ → ⊗ + ⊗⎪⎩
 

以图解表示为（注意，加法都是 mod2 的）：   

▲例如 XOR：          x                   x  

   ( )1 2 1 2
mod2x y x x y→ ⊕                        

平方等于恒等变换：         y                  ( )mod2x y+   

( )1 2 1 1 22
mod2x y x x y x y→ ⊕ →    

▲再比如三个门联合作用：也可记为 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,x y x x y y x y y x→ ⊕ → ⊕ →  

x    x    y     y  

 

           y    x y+   x y+     x  

▲Toffoli 门——双可控非门：  

( ) ( ) ( )3 : , , , ,x y z x y z xyθ → ⊕   

x          x 

y          y 

z          z xy⊕  

这里， x位和 y位是两个控制位，而 z位是靶位。两个控制位输出

总不变。当也只当 x和 y都有信号输入时, 靶位将信号 z反转为 z 输

出。可以分析证实，如果将这个门的 z端固定为 1，就成为上面的

非与门 NAND。 
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ii，可逆两 bit 门与线性运算  

    为了构建通用的可逆的计算，单 bit、两 bit 的可逆逻辑门是不

够的，至少需要三个 bit。为弄清这一点，注意到：其一，所有这

些门都是线性的；其次，每个可逆两 bit 门，其作用都不外乎是如

下的形式  

x x x a
y y y b

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→ =Μ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

           （10.11a）  

这里，常数
a
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

取四种可能中的一种，而Μ共有以下 6 种可逆矩阵 

1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1
, , , , ,

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Μ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (10.11b) 

这 6 个 M和 4 个
a
b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

选择搭配，共组成 24 个不同的门（这里所有加

法都执行 mod2 的运算）。这些 24 种搭配穷尽了所有可逆的 2 2→ 门

的运算。这些全都是线性变换。而接连实行的线性变换，其结果

仍旧是个线性变换。所以 24 种组合相乘最后一定还是个线性变换。

因此由可逆两 bit 门组合的任何回路只能计算线性函数，而不能计

算非线性函数。  

    但对于三个或更多个 bit 门组成的回路，可以包含非线性运算。

比如 3bit 的 Toffoli 门，它当前两个门都是 1 时，才翻转第 3 个门的

输入。它是它自己的逆，这一点如同 CNOT 门。不像可逆的两 bit

门，如果我们能提供固定的输入 bits 并且忽略输出的 bits，Toffoli

门就可以作 Boolean 逻辑运算的普适门。假如 z初始为 1，于是

1x y xy↑ = − 就在第 3 个门的输出处出现——这就执行了 NAND 操
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作。假如我们固定 1x = ，Toffoli 门的作用就像一个 CNOT 门。就下

面意义而言，Toffoli 门是普适的：可以只用 Toffoli 门（假定能够固

定输入 bits 并且忽略输出 bits）建造回路计算任何可逆的函数。详

见文献【2、3、4】。 

iii, 能够制备 4 个 Bell 基的量子回路  

一个 Hadamard 门之后紧跟 CNOT 门，这种组合能产生 4 个 Bell

基【4】。结果是：如果将输入记为  xy ，则输出可以表示为：  

  x  

       
  
xy ⇒ 1

2
0 y + −1( )x

1y( )， 

y 

具体的真值表为； 

( )

( )

( )

( )

1 00 11
2

00 1 00 11
10 2
01 1 01 10
11 2

1 01 10
2

ϕ

ϕ

ψ

ψ

+

−

+

−

⎧ ⎫= +⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎧ ⎫ ⎪ ⎪= −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪→⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪

⎪ ⎪= −
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

这是由于 Hadamard 门变换是（也见【4】中译本第 160、163 页）  

1 11
1 12

H
⎛ ⎞

≡ ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

这个门的第一列将 ( )10 0 1
2

→ + ；而第二列将 ( )11 0 1
2

→ − 。其

平方为恒等变换 2H I= 。现在,比如 10 态输入( 1, 0x y= = ),有 

H 
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xy = 10 H⎯ →⎯ 1

2
0 − 1( )⊗ 0 ≡ 1

2
00 − 10( ) CNOT⎯ →⎯⎯ 1

2
00 − 11( ) 

    2，量子网络的 Deutsch 分解定理  

    【Deutsch 定理(1985)】【2】   

   “对任意 d 维么正变换 U，总可以将其分解为 22d d− 个二维么

正变换的乘积(它们均是分别作用于各自一对基矢所张成的两维子

空间，即它们中每一个的各自余空间均不变)。  

    于是，作用在任一组 qubit 上的任意么正变换均可以用一系列

单 qubit 量子门 ( ),U α ϕ 和双 qubit 量子门 CNOT 门依次作用来实现。” 

【证明】取定基矢    e1 , e2 ,, ed{ }所张成的 d维空间。   

    首先，可证用 ( )1d − 个 2维幺正变换将任意给定的 d维矢量变为  

         

   

a1

a2


ad

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

→

1
0

0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

≡ e1                (10.12) 

为此，取 2维幺正变换 2A ，  

              
* *
1 2

2 2 2
2 11 2

1 a a
A

a aa a

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠+

            (10.13a) 

它仅作用于子空间 { }1 2,e e ，对相应的余空间为恒等变换，于是有  

        
2 2

1 1 2
2

2 0

a a aA
a

⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
              (10.13b) 

再取 2维幺正变换 3A ，  

2 2 *
1 2 3

3 22 2 2 2
1 2 3 3 1 2

1 a a a
A

a a a a a a

⎛ ⎞+⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

      (10.14a) 

它仅对子空间 { }1 3,e e 作用，对相应的余空间为恒等变换，于是有  
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2 2 22 2

1 2 1 2 3
3

3 0

a a a a aA
a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

           (10.14b) 

如此继续即得 ( )1d − 个（依赖于给定矢量的） 2维幺正变换，使得  

  

   

AdA3 A2

a1

a2


ad

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

= a1

2
+ a2

2
+ ad

2

1
0

0

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

          (10.15) 

     其次，令    Φ1 , Φ2 ,, Φd 是任意给定的 d维幺正变换U的本征

矢量（它们彼此正交），相应本征值分别为    e
iΦ1 ,eiΦ2 ,,eiΦd 。  

将上面步骤用于 1Φ 之后再乘以 1ie Φ ，就是说，  

             1
1 1

ie eΦΦ →                   (10.16) 

然后将 1e 逆映射为 1Φ ，于是有  

   

A2
1( )( )−1
 Ad

1( )( )−1
eiΦ1 0
0 1


1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

Ad
1( )A2

1( ) Φ1 = eiΦ1 Φ1     (10.17) 

这里共有 ( ) ( )1 1 1 2 1d d d− + + − = − 个 2维幺正变换。对每个本征矢量

jΦ 都重复如此作法，并注意，由于 1Φ 和
   
Φ j j = 2,,d( )彼此正交，

因而  

   

A2
1( )( )−1
 Ad

1( )( )−1
eiΦ1 0
0 1


1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

Ad
1( )A2

1( ) Φ j = Φ j , j = 2,,d( )   (10.18) 

这是由于列矢量
   
Ad

1( )A2
1( ) Φ j j ≠ 1( )中的第一个元素必定为零，而

为零则是因为此列矢量必须和    Ad
1( )A2

1( ) Φ1 = e1 正交。  

          于是U就是这组 ( )2 1d d − 个 2维幺正变换的乘积。因为此乘积满

足U的全部本征矢量的本征方程。  



 318 

          注意，由于U被分解为 d的多项式个运算，按下面说法，U的

这种分解是有效算法。应当指出，后来【4】中有一个改进证明，

表明U可以被表示成为 ( )1 2d d − 个 2维幺正变换的乘积。显然，

( ) ( )1 2 2 1d d d d− < − 。由此，作为特例，一个 n个 qubit 的量子存储器

将至多可以被分解为 ( )12 2 1n n− − 个两维幺正矩阵的乘积。当然，对

于特殊的矩阵，还可以找到更有效也即更少数目的分解。但分解

为两维幺正矩阵乘积个数最少不能少于 ( )1d − 个(参见习题【9.1】)。

采用所谓相邻 qubit 的 Gray 码，可以证明（参见【4】）：任何针对

单个 qubit 或两个不同 qubit 之间的二维幺正变换，更直接说，任何

作用在一组 N 个 qubit 上的二维幺正变换，均可用一系列 ( ),U α ϕ 单

量子门和 CNOT 双量子门的依序作用来实现。于是，就量子计算

而言，这两个逻辑门是普适的。  

3，分解举例  

    作为一个例子，现在分解 S能级任意量子态 Teleportation 过程

中的幺正变换算符 ACU 。  

    在那里，利用 ( )logL S> 个两能级 EPR 对实行单个 S能级粒子态

的超空间转移。而算符 ACU 是表示 Alice 对她手中的 1L+ 个粒子所进

行的局域联合的幺正变换。而这种变换通过 L个量子通道，影响着

2 1L+ 个粒子的状态。为了让操作成为可行，需要将对多体操作转

化为两体操作，即将 ACU 分解为一系列两体幺正变换与单体幺正变

换的先后作用。  

    可以发现，只需两种类型的幺正变换即可实现 ACU 的这种分

解。第一种是对 S能级单个粒子 C量子态的离散 Fourier 变换 SDFT 。
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根据基
   

m
C

, m = 0,1,, S −1{ }，此变换定义为  

   
DFTS : m

C
→ 1

S
ei 2mjπ S j

C
j=0

S−1

∑ , m = 0,1,, S −1      (10.19) 

第二种类型的幺正变换 CkU 作用在 C粒子与 kA 粒子上，它的定义是  
:

k k
Ck k k kC CA A
U m n m m n→ ⊕  

这两种变换的幺正性都是很容易证明的。于是由它们乘积所组成

的任一算符也将是幺正的。  

    下面证明，利用 CkU 和 SDFT ，可以将 ACU 分解为  

1 1

0 0

L L

AC Ck S Ck
k k

U U DFT U
− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏             (10.20) 

其中，因为    UC ′k ,UCk⎡⎣ ⎤⎦ = 0 , k, ′k = 0,1,, L −1( )，所以上式中 CkU 的连乘积

可以不分次序。  

【证明】下面证明记号引自【3】§9.5.2。由(9.22)式，  

  

U AC : m
C

n
A
= 1

S
ei 2mjπ S j

C
f n( ) j, m( )

Aj=0

S−1

∑

= 1
S

ei 2mjπ S j
C

nk ⊕ mk ⊕ jk Akk=0

L−1

∏⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟j=0

S−1

∑

= UCk
k=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

1
S

ei 2mjπ S j
C

j=0

S−1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

nk ⊕ mk Akk=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

= UCk
k=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

DFTS m
C( ) nk ⊕ mk Akk=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= UCk
k=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
⋅ DFTS ⋅ UCk

k=0

L−1

∏⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

m
C

n
A( )

 

由于
   
m

C
n

A
m = 0,1,, S −1 ; n = 0,1,, L −1( )构成 A C+ 体系的完备基，

所以得到上述 ACU 的分解式。                           证毕。 

      作为特例，当 3S = 时， ACU 将依序分解为 1 0 0 1C C S C CU U DFT U U 总共

5 个幺正变换的连乘积。  

§10.3 量子计算机及量子网络的 DiVincenzo 标准  
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    下面分别介绍 DiVincenzo 关于量子计算机的 5 条标准，和关于

量子网络的两条标准【6】。按照这些标准，便于对各种实验实现方

案的潜在能力、现状和预期进展作出客观统一的评价。  

    1，关于量子计算机的五条 DiVincenzo 标准：  

         i,  具有较好特性的量子位和一定规模的量子位体系；  

ii, 可将全部量子位初始化为简单同一基准态的能力；  

iii, 相对于门的运算时间来说，有长得多的退相干时间； 

vi, 量子门彼此可作普适的插接；  

v, 对任何特定量子位进行测量的能力。  

2，关于量子计算机的量子网络功能附加的两条必要标准：  

i,  在飞行量子位和定态量子位之间的转换能力；  

ii, 在规定地点之间可信地传送飞行量子位的能力。  

 

【练习题】 

[10.1] 证明：存在一个 d d× 的幺正矩阵U，它不能被分解为少于 1d −   

     个二维幺正矩阵的乘积。  

[10.2] 验证：
1
2
自旋的 ( )2SU 代数可用两模耦合谐振子来表示：  

( )
;

;

z

x

y

a a b b
a b ab a b

i a b ab ab

σ
σ σ
σ σ

+ +

+ + +
+

+ + +
−

⎧ → −⎪⎪ → + →⎨
⎪ → − − →⎪⎩

 

这里 ( ) 2x yiσ σ σ± = ± 。接着表明：描述反射率为 cosR θ≡ 的量子    



 321 

分束器（beamsplitter）作用的 Hamiltonian 为 ( )bsH i ab a bθ + += − 。 

[10.3] 证明：下面回路确定的 3-qubit 门——称为 G 门或 Deutsch 门  

 

  

 

( )xiR π α  

当α 是无理数时，对量子计算也是普适的。  
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