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【北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿】（XXI） 

 量子算法概论 

一，量子算法引言 

        1，经典的计算复杂性理论。  

        2，量子算法基本特征  

二，Deutsch 量子算法  

        1，Deutsch 问题  

        2，Deutsch 量子算法步骤  

三，量子离散 Fourier 变换 qDFT  

        1，离散 Fourier 变换 qDFT 定义  

        2，算法的实施  

四，量子 Shor 算法  

        1, 任务  

        2, Shor 量子算法步骤简单概括 

        3, 关键步骤是第一步求周期 r  

        4，量子 Shor 算法两点注记  

五，量子 Grover 算法──“量子摇晃”或量子搜寻算法  

        1,  Grover 算法——遍历搜寻问题的量子算法 

        2, 对 Grover 算法具体操作说明  

        3,（23）式证明  

        4,  Grover 算法物理实现  

※            ※            ※ 

 



 2 

一，量子算法概论 

1，经典计算复杂性理论  

    在数字计算中，某些计算是快的（如乘法）  

127×229=？  

某些计算则是慢的（因子分解） 

？×？=29083 

    引入计算复杂性理论的两个术语：  

    输入规模 L= 2Log N——输入数 N 的二进制码的位数，即为

存储它所需 qubit 数。  

     某算法 Ω的复杂性 ( )f LΩ ——该算法的效果，比如执行该算

法所花费的时间 T 或运行步骤数 n。 

       【定义】如果一种算法 Ω的复杂性 ( )f LΩ 随输入规模 L 增加

以不快于多项式 Poly（L）的速度增加，即，如果运算步骤 n满

足， 

                                     n ≤ Poly log2 N( )     
   这里 ( )Poly x ── x的任一多项式，就称此算法Ω为快算法或有效

算法。否则称为慢算法或无效率算法。  

    【例 1】大数 N 的质数因式分解  

    已知某大数是两个质数相乘的结果，求这两个质数因子。

若试用 1 N→ 去除，这一算法所需步骤的数量级为
1

22 log2 NN = 。

这是  2Log N的指数函数，不是任何有限阶多项式，因而这一算

法不是有效算法。  

    【例 2】海量元素集合中的遍历搜寻  

在元素总数为 N 的不同而又随机排列集合中，寻找某一（或

某些）所要的元素。比如，已知某种特征或数据去找相应的人
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名；或者，只知道北京某人的名字，要在北京市电话簿中找他

的电话号码，等等。这类遍历搜寻算法的总步骤也不能表示为

2Log N的有限阶多项式，所以也不是一种有效算法。  

    实际上，还有许多著名计算问题，按经典计算复杂性理论，

都不存在快算法。例如：寻求标准 Boolean 方程解——适定性问

题；3 维匹配问题；顶点复盖问题；Hamilton 圈问题；剖分问题；

旅行售货员问题；中国邮递员问题；量子系统的经典模拟问题

（不可能——Feynman）等等。  

    2，  量子算法的基本特征  

    众所周知，经典算法理论本身和量子力学毫无关系，也完

全不依靠物理学。但现在，量子算法利用量子力学许多基本特

性，如相干叠加性、并行性、纠缠性、测量坍缩等等，这些纯

物理性质为计算效率的提高带来极大帮助，形成一种崭新的计

算模式——量子算法。有些问题，依据经典计算复杂性理论，

是不存在有效算法的，但在量子算法的框架里却找到了有效算

法。本来，物理学和数学发展的历史从来是物理学利用和依靠

数学，现在则是量子力学的物理原理第一次帮助数学去突破数

学理论原有的限制：通过量子计算，物理学在真正意义上帮助、

发展和改进了计算数学。由此，经典计算复杂性理论需要作重

大修改，以便容纳这种崭新的量子计算理论。  

    一般地说，量子算法有两个存储器 A 和 B，先将 A 的各个

qubit 转 2π ，得到存储器的计算初态  

( ) ( )
1

0

10 0 0
q

a
a

q

−

=

⊗ ⇒ ⊗∑              (1) 

                         A   B         A   B 

         这时，为实施算法 f 的多重量子逻辑门操作组合成一个总的幺
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正算符 ( )fU 。它作用于存储器 A 和 B；利用量子算法的并行性，

同时对 A 求和式中所有自变数 a的每一项作用，一次性地算得

相应的全部函数值 ( )f a ；接着，利用U中的相互作用，迅即存入

B 中各对应的量子态内，造成两个存储器量子态的纠缠：  

( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 1 10 0
q q q

a a a
U f a U f a a f a

q q q

− − −

= = =

= ⊗ = ⊗∑ ∑ ∑    (2) 

然后，测量 A（或 B）存储器，造成 A（或 B）的坍缩，带动 B

（或  A）的关联坍缩。最后达到相应计算的目的。 

二，Deutsch 量子算法  

     1，Deutsch 问题  

对单个 qubit 变换共有四种方式(输入为 x=0,1)：  

  

f1 x( ) = x

f2 x( ) = x

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
;

f3 x( ) = 0

f4 x( ) = 1

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
 

如何用一次计算即可判断一个未知的 ( )f x 属于哪一类型？  

    Deutsch 问题答案：经典算法必须两次；量子算法只需一次。 

     2，Deutsch 量子算法步骤: 

           i,  计算初态 ( )
1

0

10 0 0 1
2 x

x
=

⊗ → ⊗ −∑  

           ii,  对第一个 qubit 两个态 x ( )10,x = 执行并行计算

( )f x ，再利用两个 qubit 之间的相互作用，将结果存入第二个

qubit。形成如下式左边两个 qubit 的纠缠态  

      ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )101
2
110

2
1 1

0

1

0
−⊗−=+−+⊗ ∑∑

== x

xf

x
xxfxfx    (3) 

          iii, 结果：第一个 qubit 的态为  
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1
2

0 + 1( ) , 
P = +ex , f x( ) is the constant - type

1
2

0 − 1( ) , 
P = − ex , f x( ) is the balance - type

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

      (4) 

          iv, 对第一个 qubit 执行 ( )2πY ，测 P

。最后即得  

( )
( )⎩

⎨
⎧

→
→

平衡型

常数型

xf
xf

1
0                    (5) 

三，量子离散 Fourier 变换 qDFT 【1】  

    经典的离散 Fourier变换。它是对于 N维复向量    x0 ,, xN −1( )的

一个线性映射：  

   
x0 ,, xN −1( )→ y0 , , yN −1( ) : yk ≡

1
N

e2π i j k N

j=0

N −1

∑ x j  

现转入量子情况。设有 L个 qubit，组成 Quantum Storage，记   q = 2L 。 

   【定义】离散 Fourier 变换 qDFT 是如下 q维基矢的么正变换: 

  
a{ }⇒ c{ } : c ≡ 1

q
exp 2π i ac q( ) a

a=0

q−1

∑ , 0 ≤ a,c < q( )    (6a) 

这里对所有数都有 mod q。或者一般地，转记作振幅函数变换： 

  

   

f a( )⇒ f c( ) : f a( ) a
a=0

q−1

∑ ⇒

f c( ) c
c=0

q−1

∑

f c( ) ≡ 1

q
exp 2π i ac q( ) f a( )

a=0

q−1

∑

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

  (6b) 

 【 qDFT 算法实施】  

        i, 取下面两种变换( 2k j
jkθ π −= ) 

        

  �

Aj =
1
2

σ x
j( ) −σ z

j( )( ) for� j � qubit

B jk =
iθ jk n̂ j n̂ke = 1 + n̂ j n̂k eiθ jk −1( ) for� j � and k � qubits

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

   (7a) 

jA 只对第 j个单个 qubit 作用，其中 ( )j
xσ 对 j位实施位翻转， ( )j

zσ−
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定义相位反转：对  j位的 1 态反号，对  j位的 0 态不反号。 jkB 同

时对第  j、第  k 两个 qubit 作用：当且仅当这两个 qubit 都是 1 时，

添一个相因子，对测 P

，其它情况此算符无作用。  

  

∴
Aj a j = 1

2
exp π ia jbj( ) bj

bj =0

1

∑

B jk bk ⊗ a j = exp iθ jka jbk( ) bk ⊗ a j

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

a j ,bk = 0,1( )    (7b) 

      ii, 以下面序列作用于输入态  

      
   

A0B0,L−1B0,1( ) Aj B j ,L−1B j , j+1( ) AL−2BL−2,L−1( ) AL−1 input  

iii, 将结果态矢内二进制码字顺序全部颠倒，得最后  

结果  

 
   
DFTq aL−1,aL−2 ,,a0 = A0B0,L−1B0,1( )AL−1 input

change
    (8)  

     【  
3 = 011 算例】  

      

  

A0B02B01 A1B12 A2 011 = 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

000 − 001{ − ei π2 010 + ei π2 011

+ e
iπ

4 110 − e
iπ

4 111 + e
i 3π

4 100 − e
i 3π

4 101

 

    

  

⇒ DFTq 011 = 1
8
{ 000 − 100 − e

iπ
2 010 + e

iπ
2 110

+ e
iπ

4 011 − e
iπ

4 111 + e
i 3π

4 001 − e
i 3π

4 101 }
 

显然，此结果正是 qDFT 定义的如下结果：  

  

DFTq 3 = 1
8

0 + e
i 3π

4 1 − e
iπ

2 2 + e
iπ

4 3 − 4
⎧
⎨
⎩

− e
i 3π

4 5 + e
iπ

2 6 −e
iπ

4 7
⎫
⎬
⎭

 

四，量子 Shor 算法【3】  

  1, 任务：设有一个很大的奇数 N 为两个质数 n 1和 n 2的乘



 7 

积。现在计算任务是：已知 N，往求 n 1和 n 2。  

  算法背景：按经典计算复杂性理论，这个问题不存在有效

算法，所以是各类加密编码方法最初的理论基础。  

  2, Shor 量子算法步骤简单概括：  

    a) 随机取 y<N 并与 N 互质(即它们俩最大公约数——

the greatest common divisor，   gcd y, N( ) = 1 )。用 Shor 量子算法求下

面函数 ( )NF a 的周期 r：  

     ( ) moda
NF a y N=                   (9a) 

这里 Nmod 的意思是从数 ay 中减去 N的正数倍，只留下余数。  

注 意 ， 这 个 余 数 构 成 数 a 的 周 期 函 数 。 因 为 ， 设

Phi-function ϕ N( )的数值是小于给定正整数 N并和 N互质的正整

数的个数。利用数论中以函数 ( )φ N 表示的  

【Euler 定理】   y
ϕ N( ) ≡ 1 mod N  if   gcd y, N( ) = 1”。   

Euler 定理是说，当   gcd y, N( ) = 1 时，函数 ( )φ N 肯定是此余子式的

周期，但反之未必。即，余子式的周期并不总是函数 ( )φ N 。由

于现在有   gcd y, N( ) = 1，按 Euler 定理，周期 r一定存在。即有  

  y
r = 1 mod N ⇒ yb+r = yb mod N              (9b) 

b) 若 r为奇数，返回 a)重新取 y；若 r 为偶数，取 2
r

y x≡ ， 

由上式就得到  

  x
2 = 1 mod N ⇒ x2 −1 = 0 mod N             (10a) 

说明此同余式方程左边的数可以被   N = n1n2 所整除。  

   c) 接着分解(10a)式，确定 x与所求 1n 和 2n 的关系。由

于已知 ,nnN 21=  并且 ( ) 121 =n,ngcd ，按孙子定理，求解方程(10a)

中的 x等价于求解下面的同余式方程组（详细见后）：  



 8 

          
  

x1 −1 = 0 mod n1

x1 +1 = 0 mod n2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
; or

x2 −1 = 0 mod n2

x2 +1 = 0 mod n1

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
       (10b) 

   d) 方程（10b）说明，( 1x − )和( 1x + )可以分别为 1n 或 2n

尽除，也即它们与所求 1n 或 2n 是整数倍关系。于是， 1n 和 2n 必定

可以由( 1x − )及( 1x + )与 N的公因子给出，即有  

  
  

n1 = gcd x −1, N( )
n2 = gcd x +1, N( )

                 (11) 

现在可以采用“Euclid 算法”(用“余数展转相除法”求最大公约

数)得到这两个公因子 1n 和 2n 。最后经验算 1 2n n N⋅ = 予以确定。  

  3, 上面步骤中最关键是第一步求周期 r。按 Shor 量子算法它被

规划为： 

a) 将“  y
a+rmod N = yamod N 的周期 r”问题等价转化为

“   y
r = 1mod N ”问题。  

b) 用量子逻辑门按算法组合而成的幺正变换去计算

ay 的余数，存入第二个存储器中    

  

1
q

a 0
a=0

q−1

∑
storage into second

caculate yamodN

→
1
q

a yamodN
a=0

q−1

∑           (12) 

c) 对第二个存储器进行测量，设它坍缩到某个 z值，  

   z = ylmodN                       (13) 

注意对同一个余数值 z，会有多个对应的 l值，表明求和式（12）

将会塌缩到许多项之和。详细些说是  

 y
jr+l mod N = yl mod N = z                (14) 

即对同一个 z，有以下各值（ A是在 q l− 区间内最多能容纳 r的个

数  A < q − l( ) r⎡⎣ ⎤⎦）：  

              a = l, l + r, l + 2r,, l + Ar                    (15) 
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在对第二个存储器测量时，第一个存储器量子态关联坍缩成为  

  
ϕ l = 1

A +1
jr + l

j=0

A

∑                 (16) 

这个态是以 r为周期的一组数态的叠加。虽然存在两个端部的影

响，但由于 N巨大，求和项数很多，左边总和态按照右边各个

成分态数字  jr + l 的变化来看，还是非常近似于周期函数。  

d) 为了找出这个周期 r值，对第一个存储器作快速  

Fourier 变换 qDFT  

   

DFTq ϕ l = f c( )
c=0

q−1

∑ c

f c( ) = r
q

exp 2π i jr + l( )c q⎡⎣ ⎤⎦ .
j=0

q r−1⎡⎣ ⎤⎦

∑
           (17) 

如同平常 Fourier 变换那样，由于 lϕ 》近似于周期函数，经受快

速 Fourier 变换的结果，  (17) 式右边求和中的振幅分布呈现明

显的集中。这为下一步测量塌缩提供了较好的成功概率。  

   e) 对第一个存储器作测量  

  测量以
   
Prob c( ) = f c( ) 2

概率坍缩到  c 态，同时也得到了 c 值。

由于 q和  q r都十分大，c 值通常应当落在位相数值较小区间内  

   −r 2 ≤ rc mod q ≤ r 2                   (18) 

否则 ( )cf~ 中求和式各项相因子的相位差异较大，更由于求和项数

太多，大量相位差异较大的相因子将会互相抵消。于是向这种

( )cf~ 坍缩的概率将很小。 (18)式说明，乘积 rc的数值大体是 q值

的 整 数 倍 ， 相 差 数 值 不 大 于 r 值 。 就 是 说 ， 存 在 正 整 数

,(0 1)c c r′ ′≤ ≤ − ，使得 rc在减去 c′倍的 q之后，差值的绝对值将落

在
2
r
之内，即应当有  
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rc − ′c q ≤ r

2
→ c

q
−

′c
r

≤ 1
2q

                (19) 

这里 ( )2,c q q N≥ 为已知， ,r c′是未知比值数，但所求比值是两个

正整数之比，总是有理数。按照连分数的一个定理，可以将
c
r
′
表

示为在
c
q
连分数基础上的一个有限阶连分数【2】。  

于是，若 c′和 r互质，即   gcd ′c , r( ) = 1，由连分数定理所得比

值
c
r
′
可直接获得 r值。此时将所得 r值代入   y

r = 1 mod N 式中很容易

检验其正确性。如不互质，就是说它俩有公因子，由于 0 1c r′≤ ≤ − ，

此时得出的 r值将不是真正的 r值，而是 r的一个因子。由验算

易知是错的（注意问题本身就是求解答案很难，但检验答案却

很容易！）。于是必须返回重新计算。  

   如同所有的量子算法一样，因为涉及到量子测量和塌缩，

Shor 算法也是一种概率算法。它适用于求解很难，但检验却很

容易的场合。  

       可以证明上述算法是有效算法。就是说 , 考虑到 Shor 算法

各步骤的成功概率，对任给的一个小正数 ε ，总存在（依赖 ε 的）

关于输入长度   log2N 的一个多项式   Poly(log2N ) 数目的步骤，使得

Shor 算法在运行这么多步之后，成功给出 N的因子 1n 和 2n 的概

率大于 ( )1 ε− 【1】。  

 

4，量子 Shor 算法的两点注记   

a)《Shor 量子算法流程图》 
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  N = n1n2, gcd n1, n2( ) = 1  

 

 
 

 

 辗转相除法求最大公约数:   gcd x −1,N( ) = n1 ; gcd x + 1,N( ) == n2  

         

         b)孙子定理——《Chinese remainder theorem》【5】  

这个定理最初为我国古代《孙子算经》所载，是关于求解同  

余式方程组的。问题是：“今有物不知其数，三三数之剩 2，五

对给定的大数 N 

随机取 y(<N; gcd(N,y)=1) Euler 定理  

若 r 为偶数  若 r 为奇数  

( )
r

NryNayaF

找周期

mod1mod =⇒=

 

  x = yr 2 ⇒ x2 = 1 mod N

 

  x − 1( ) x + 1( ) = 0 mod N  

  

x1 = 1 mod n1
x1 = −1 mod n2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
or

x2 = −1 mod n1
x2 = +1 mod n2

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

N=n1n2 

→⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
的关键

算法此为shor
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五数之剩 3，七七数之剩 2。问物几何？”  

答案: 23。  

求解可用程大位所著《算法统宗》中的歌诀。歌诀为：  

( )
( )
( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−
−
−

105mod
157
215
703









除百零五便得知

七子团圆正半月

五树梅花廿一枝

三人同行七十稀

 

这里 1 2 3 105M m m m= = ，   gcd mi , Mi( ) = 1 ,   Ni Mi = 1(mod mi )。根据 im 求

得 ,i iM N 之后，设 ia 为余数，即得  

  

x = a1N1M1 + a2N2M2 + a3N3M3( )(mod M )

= 2 × 70 + 3 × 21 + 2 ×15( )(mod105) = 233(mod105) = 23
 

一般情况的同余式组：  

   

gcd mim j( ) = 1,∀i, j( ) :
x = a1 mod m1


x = ak mod mk

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
⇒ x = ai Ni Mi

i=1

k

∑ mod M( )  

c)《Shor 算法一个简单的例算说明》  

    给定 N=21       （ 1 2 3 7n n = × ） 

取   Y=11 

   

  

F a( ) = 11a mod N :

F a + r( ) = 11a+r mod N = 11a mod N = F a( ) , period r(mod N )  

a= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
11 a mod  21 = 11 16 8 4 2 1 11 16 8 4 2 1 

mi 3 5 7 
i iM M m=  35 21 15 

  

Ni = Mi
−1

(mod mi )
 

2 1 1 
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116 = 1 mod 21

⇒ 1112 = 1 mod 21
1112 −1 = 116 +1( ) 116 −1( ) = 116 +1( ) ⋅ k ⋅21

= l ⋅21 = 0 mod 21

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

 

  ∴   r = 6 (注解：此处周期是 6。若  ϕ N( )的定义是小于 21 并与

21 互质的质数个数，则  ϕ 21( ) = 6。但按 Euler 定理，  ϕ N( )是小

于 21 并与 21 互质的正整数个数，实际  ϕ 21( ) = 12，非此处所要)。 

          x = y
r
2 = 113 = 1331 mod 21 = 8  

        1 9,7x ± =  

          gcd 9,21( ) = 3; gcd 7,21( ) = 7  

  ∴        N 21( ) = 3 × 7  

五，Grover 算法──“量子摇晃”或量子搜寻算法【4】  

     L.K.Grover : “Quantum Mechanics Helps in Searching for a 

Needle in a Haystack”，Phys. Rev. Lett., Vol. 79, No.2, 1997 

     1, Grover 算法——遍历搜寻问题的量子算法 

遍历搜寻问题的任务是从一个海量元素的无序集合中，找到

满足某种要求的元素。要验证给定元素是否满足要求很容易，

但反过来查找这些合乎要求的元素则很费事，因为这些元素并

没有按要求进行有序的排列，并且数量又很大。在经典算法中，

只能按逐个元素试下去，这也正是“遍历搜寻”这一名称的由

来。此问题用 Grover 算法解决已经不再需要“遍历”了，但人

们仍然沿袭着历史上的称呼。显然，在经典算法中，运算步骤 n

与被搜寻集合中元素数目 N 成正比。若该集合中只有一个元素

符合要求，为使搜寻成功率趋于 100%，一般说来步骤数 n 要接

近于 N。而在 Grover 算法中，使搜寻成功的运算步骤 n 只与 N
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成正比。由此看来，与经典算法相比，Grover 算法的高效率是

一目了然的；而且 N 越大越能显示出 Grover 算法的优越性。  

  2, 下面对 Grover 算法的具体操作加以说明  

       设被查找的集合为    i{ } = 0 , 1 , N −1{ }；从这类问题的实

际意义出发，可以假定 1N >> 。假设所有符合所设条件的元素组

成集合 Z。不妨先考虑此集合 Z 中元素是唯一的情况，设此元

素为 x 。在开始查找之前要对系统进行初始化（对每一个 qubit

的初态进行 Hadamard 变换），使之处于
1

0
0

1 N

i
i

N
ϕ

−

=

= ∑ 态上。定

义算符 Ĉ  

     
,ˆ
,

i i x
C i

i i x

⎧ ≠⎪= ⎨
− =⎪⎩

                  (20a) 

   这种算符很容易构造，比如令 ˆ 1 2C x x= − 。它的作用是把符合

条件态前面的系数变号；而另一个算符为  

       

   

D̂ ≡ 2P̂ − Î = 2
N

1 1  1
1 1  1
1 1  1
1 1  1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

−

1
1


1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

      (20b) 

这里 P̂ 是一个对展开式中所有本征数态的系数进行平均的算

符， Î是单位算符。现把算符 D̂、 Ĉ反复作用在 0ϕ 上，并称一次

作用为一次“迭代”。为了研究 n 次迭代  

( ) 0
ˆˆ n

n DCϕ ϕ≡  

的表示，先把 0ϕ 写为  

1

0
0

( )

1 1 N

i
i x

x i
N N

ϕ α β
−

=
≠

= + ≡ +∑  

现将 D̂、 Ĉ分别作用在 α 和 β 上，经计算可得  
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2 2ˆˆ 1

2 2ˆˆ 2 1

DC
N N

DC
N N

α α β

β α β

⎧ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

          （21）  

这表明
  
ϕ n ≡ D̂Ĉ( )n

ϕ 0 ≡ an α + bn β 总是 α 和 β 的线性组合。将基

矢变换的（21）式转置，转换为系数 na 、 nb 的递推关系（
2
N

ε = ）： 

1

1

1 , 2
, 1

n n

n n

a a
b b

ε ε
ε ε

−

−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，and 0

0

1
1

a
b

=⎧
⎨ =⎩

        （22）  

按 1N >> 近似条件，经过 n 次迭代，直接计算可知（证明见后）：                 

              

2sin

2cos

n

n

na N
N

nb
N

⎧ ⎛ ⎞≈⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ ≈⎪⎩

                 （23） 

∴       
( )

1

0

2cos
2sin

N

n
i
i x

n
n Nx i
N N

ϕ
−

=
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠≈ +⎜ ⎟⎝ ⎠

∑           （24） 

    若此时对 nϕ 进行测量，按量子力学的测量公设，它坍缩到

x 态的概率为  

             
  
P n( ) = sin 2n

N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

                （25）  

理想的迭代数次数应能使 ( )P n 尽量接近 1。 ( )P n 是 n 的周期函

数（因为上面的迭代运算都是幺正的，因而是可逆的，此时表

现为对迭代次数为周期的）；但我们显然应取满足条件的最小正

整数 n 值。故取
  
n0 =

π
4

N⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
，其中符号[ ]代表用四舍五入法取整

数（不是数学中的取不超过原数的整数）。n 为整数这一限制使
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得 ( )0P n 并非 100%，但由于 02 1 1,
2 2

n
N N N

π π⎡ ⎤∈ − +⎢ ⎥⎣ ⎦
，搜寻失败的

概率  

( ) 2
0

1 11 cos 0
2

p n
NN

π⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≤ − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
           （26）  

在 1N >> 时，失败的概率可忽略不计。这样，Grover 算法的每次

迭代中用 Ĉ算符将符合条件的态 x 系数反向，而且在逐次反向

过程中， x 在 nϕ 中所占比例越来越大，终于（经量子测量的波

包坍缩遂）“脱颖而出”。人们把这种算法形象地称为“Grover

量子摇晃”——“量子抽签”（Grover’s Quantum Shake）。  

3, 下面证明（23）式。为了更清楚地看出 n na b、 随 n变化的

趋势，下面求它们的通项公式。由（22）式知：  

1 , 2 1
, 1 1

n
n

n

a
b

ε ε
ε ε
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
                 (27) 

往求这个变换矩阵的 n次幂。为此先求得变换矩阵的本征值，为  

( ) ( )1 2 , 1 2λ ε ε ε λ ε ε ε+ −= − + − = − − −         (28) 

设矩阵
1

11 12

21 22

A A
A A

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

可将它对角化，即设  

      
1

11 12 11 12

21 22 21 22

01 2
01

A A A A
A A A A

λε ε
λε ε

−
+

−

− − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

右乘 11 12

21 22

A A
A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求得  

           11 12

21 22

2 2A A
A A

ε ε

ε ε

⎛ ⎞− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

于是  
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1

11 12

21 22

1 1
1 2
2 1 1

2

A A
A A

ε ε

ε ε

−
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎛ ⎞ −⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

∴    
_

1 1
01 2 2 2 2 2 2

01 1 1
2 2 2

n n

n

λε ε ε ε ε ε
λε ε ε ε

ε ε

+

−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎛ ⎞ −⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ − ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (29) 

将其代入 n na b、 表达式，得到  

2 21 1
1
2

1 1
2 2

n n

n

n n n

a
b

ε ελ λ
ε ε

ε ελ λ
ε ε

+ −

+ −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −− + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟− + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

          (30a) 

将 λ±代入此式，再利用 ( ) 1N n >>和 的假定，即近似得到（23）式： 

      

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1

2 1 2 1

1 1 2 1 1 2
2 2 2

2 1 2sin sin
2

1 1 1 2 1 1 2
2 2 2

1 2 1cos
2

n n

n

n ni i
N N

n n

n

n ni i
N N

i Na i i i i

N n ne e N N
i N N

b i i i i

ne e
N

ε εε ε

ε εε ε

+ +−

− −−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−≈ + + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − = ≅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ −≈ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

2cos n
N

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ≅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

    (30b) 

    4,  Grover 算法的物理实现。  

为方便起见，通常取 2lN = ， l 为正整数。这样，就可以用 l

个量子位按照二进制编码的规则来表示 i 。按前面第四节叙

述，将 l 个量子位的存储器转入运算初态 0ϕ ，  

   

   

ϕ 0 = 1
2

0 + 1( )⊗ 1
2

0 + 1( )⊗⊗ 1
2

0 + 1( )

= 1
2l

000 + 001 + 111( ) = 1
N

i
i=0

N −1

∑
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定义 ˆ
xC 为  

ˆ
x

i i X
C i

i i X

⎧ ∉⎪= ⎨
− ∈⎪⎩

，

，
；其中， 0

0ˆ
0

i i
C i

i i

⎧ ≠⎪= ⎨
− =⎪⎩

，

，
    （31) 

引入 Walsh-Hadamard 变换 T̂，   

           ( )
1

0

1ˆ 1
N

i j

j
T i j

N

−
⋅

=

= −∑                  (32) 

其中“ i j⋅ ”表示 i 与 j 两个数的二进制表示序列逐位相乘并求

和，即，如果
   
i = Ci ,l−1 Ci ,l−2Ci ,0( ) , j = C j ,l−1 C j ,l−2C j ,0( )（各位的 C

值只能取 0 或 1），则
1

0

l

ik jk
k

i j C C
−

=

⋅ ≡ ∑ 。  

   【证明】Grover 算法中迭代可用算符 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

xG TC TC≡ − 实现【4】。  

设 ϕ 为    0 , 1 , N −1 的任一组合
1

0

N

j
j
a jϕ

−

=

=∑ ；这里已经定

义
  

′ϕ ≡ Ĉx ϕ , ′ak ≡
ak , k ∉X

−ak , k ∈X

⎧
⎨
⎩

。于是有  

  

Ĝ ϕ = −T̂Ĉ0T̂ ′ϕ = −T̂Ĉ0

1
N

−1( )i⋅ j

i=0

N −1

∑ ′a j i
j=0

N −1

∑

= −T̂ 1
N

−2 ′a j 0
j=0

N −1

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ −1( )i⋅ j

i=0

N −1

∑ ′a j i
j=0

N −1

∑
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

= 2
N

′a j
j=0

N −1

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k
k=0

N −1

∑ − 1
N

−1( )i⋅ j

k=0

N −1

∑
i=0

N −1

∑
j=0

N −1

∑ −1( )i⋅k
′a j k

    (33) 

这时注意有  

           ( ) ( )
1

0
1 1

N
i j i k

jk
i

Nδ
−

⋅ ⋅

=

− − =∑                 (34) 

这是因为，当  j = k ，不难看出此式精确等于 N；当  j ≠ k ，对全

体  i 求和时各项的指数  i ⋅ j 和  i ⋅ k（其实是两者之和）的奇偶性决

定此项为  −1或  +1。但现在 N 很大，二进制各位对应相乘所得的

这两个指数的奇偶性概率近似相等，故对  i 求和最终很小于 N。 
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∴       

  

Ĝ ϕ = 2P̂ ′ϕ − ′ak k
k=0

N −1

∑
= 2P̂ − Î( )Ĉx ϕ = D̂Ĉx ϕ

            (35) 

    以上简略介绍表明，Grover 量子摇晃算法的确是解决遍历

搜寻问题的一种有力工具。它将搜寻次数与搜寻长度的关系由

N N→ 。当 N 较大时，它的优越性体现得尤其明显。例如，用

Grover 算法破解通用的 56 位加密标准（ DES），只需∝

28 82 2.68 10≈ × 步，而经典算法则约需 55 162 3.6 10≈ × 步。若每秒计算

十亿次，经典计算需 11 年，而 Grover 算法只需 3 秒钟。详细可

见有关文献。另外，可以证明，这里 Grover 算法是搜寻算法中

最快的算法，它比任何可能的量子搜寻算法都要好【6】。  

  Grover 算法是最能体现量子并行性的算法，这种算法以它

在遍历搜寻问题上的应用而著名，但这并不表示它不能用来处

理其它问题。事实上，Grover 算法在解决经典算法难题方面的

应用要比 shor 算法较为广泛。从原则上讲，它可以解决诸如“求

解困难而验证容易”的经典慢算法问题。但量子计算的实验实

现方面仍然存在一些重要的问题【7】。  

 

练习题 

[15.1] 已知文中 11, 21y N= = 的 Shor 算法例子里 6r = ，现再直接

算出 Euler 的 phi-函数 ( )Nϕ 值，验证文中所说 Euler 定理的充分

性。 

[15.2] 检验   5
r = 1 mod 21的周期 r是 6。  

[15.3] 现拟一个应用孙子定理的类似问题：“今有物不知其数，

三三数之剩 2，五五数之剩 4，七七数之剩 1。问物几何？”利
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用程大位歌诀给出计算结果。  

[15.4] 验证： ( )
1

0
0
exp 2

q

k
s

i sk q qπ δ
−

=

− =∑ 。  

[15.5] 变换 ( )( ) ( )1ˆ 0 1 1 , 0,1
2

nT n n= + − = 是 Walsh-Hadamard 变

换（32）式的特例。针对双 qubit 回路计算 ( ) ( )1 2 1 2 12
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,CNOTTT U TT j k 。 
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