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【北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿】（XXIV） 

第十二章   量子误差纠正与保真度计算  

§12.1 量子误差与纠正 

1，量子误差的和来源和类型  

i，量子误差及其来源  

和经典信息论的情况一样，由于量子位、量子门和量子存

储器受环境和别的量子器件的相互作用影响，肯定会发生不希

望的量子纠缠，这些纠缠造成所考虑信息的退相干。于是，在

任何量子信息计算或存储过程中，总会有一定的概率出现失误。

防止这些失误的一种办法是改进硬件。然而这会很费钱费事耗

时，并且也不是任何情况下都能办得到。Shannon 指出了这样一

种途径：如其化力气在硬件上避免发生误差，不如化力气在软

件上纠正误差会更好一些。纠正误差的基本思路是：由于信息

在处理过程中存在各种产生误差的机制，于是通过附加某种冗

余（redundent）信息，用添加额外多余位信息的办法，以增加

信息的抗干扰能力，便于信息的正确编辑、存储、传送和读出。 

ii，量子误差的类型  

从误差发生的部位来区分，误差的种类分为： 

存储误差（memory errors） 

运算误差(operation errors) 

前者发生在所存储的信息上，不管这时有没有进行操作，这一

般是静态型误差；后者是在操作期间发生的，是动态型误差。 
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从误差的性质来区分，误差的类型分为： 

位翻转误差—— xσ 型； 

相位翻转误差—— zσ 型； 

混合型误差—— yσ 型。 

本讲集中讲述存储误差。因为这时相应的纠正手续易于理

解。另一方面，它们不仅在量子计算中占据着重要地位，而且

在量子通讯和量子信息中也如此。只有当人们了解了怎样纠正

存储误差之后，作一些与传递过程及时间相关的修改，人们就

能了解怎样去纠正操作运行中的动态型误差。下面先简明地说

一下经典计算机中纠正误差的最直接的方法，然后再谈量子计

算机中怎样做。 

另外显然，发生误差的概率和存储的持续时间 τ 有关，记为

( )P τ 。通常假定 ( )0 0P = 。 

2，简单的经典误差纠正码【1】  

i，码符与纠正前的失误概率  

纠正误差的主要方法是基于“冗余码（redundent code）”的办

法。比如，用 3 个 bit 联合起来，共同表示“0”bit 和“1”bit。即  

                 0 000 , 1 111L L= =  

每个“逻辑位(logical bit)”——称作码符(code word)，实际上是由

3 个 bit 联合构成的。  

于是，对任一逻辑位的信息，在存储 τ 时间之后，无误差的

概率为 ( ) 3
1 P τ⎡ ⎤−⎣ ⎦ 。发生 1 位（1 个 bit）误差，比如原先是 000, 后
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来误成 100 或 010 或 001 中的任一种，其概率为 ( ) ( ) 2
3 1P Pτ τ⎡ ⎤−⎣ ⎦ 。

发生 2 位（2 个 bit）误差，比如原先是 000, 后来是 110、011、

101 中的任一种，其概率为 ( ) ( )23 1P Pτ τ⎡ ⎤−⎣ ⎦。发生 3 位——3 个 bit

全发生误差的概率为 ( )33P τ 。这时原先是 000, 后来是 111。  

ii，误差纠正和纠正后的失误概率；长时间的纠正  

误差纠正由如下测量所组成：假如 3 个 bit 全在同一状态上，

就不做操作；假如它们在不同态上，我们就采用多数表决的原

则去翻转、纠正那个处于少数的不同状态的 bit。例如，这些纠

正为：010→000、110→111 等等。  

现在来看纠正后失误的概率。纠正以后 τ 时刻，得到维持在

正确状态的概率为  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 31 3 1 1 3 2
C

P P P P P Pτ τ τ τ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − = − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦    （12.1） 

于是若要求 ( ) ( )1
C

P Pτ τ> − ，则须 ( ) 1
2

P τ < 。因此，若已经是完全

随机的 ( ) 1 2P τ = ，这种“添加冗余位并用多数表决”的办法是行

不通的。  

假如要求将态保持一个长的时间 t，就必须执行足够频密的

测量。设在 t时间内测量次数 N足够大，以致间隔 t Nτ = 足够短，

这时可设 ( )P cτ τ≈ 。于是在执行纠正之后的 t时刻，保有正确态

的概率将是  

( )
2 3

1 3 2 1
N

NC
N

ct ctP t
N N

→∞
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + ⎯⎯⎯→⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

       （12.2）  

只要 N ct>> 足够大，这个概率可以与 1 接近到所希望的程度。这
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就是利用量子 Zeno 效应所得的结果。  

iii，推广  

以上叙述可以推广到一般情况：要求存储 k个逻辑位（比如，

对中文方块字编码时所需要的二进制编码的位数）并容许在 T时

间内有 l位（ l t t≤ ， 为设计中最大允许的误差位数）误差。 例如，

用 5 个 bit（按下面记号为 5n = ）记录两个逻辑位（ 2k = ） 

0 00000 ; 1 11111L L= =  

容许有 2 个 bit——不能再多，否则就不是正确的多数位去纠正

错误的少数位了。这种情况相应于（ 2l t≤ = ）。等等。 

3，简单的量子误差纠正码——自旋翻转型  

i，自旋翻转误差的纠正与码符  

    首先研究发生单一种类误差情况。设任务是存储某一单

qubit 上如下未知态到 T 时刻  

( ) 0 10 0 1c cψ = +                （12.3）  

称这个 qubit 为一个“逻辑 qubit”。假定在 τ 时刻后它有概率

( )1 P τ− 仍保持不变，而有 ( )P τ 的概率变成为  

( ) 0 11 0c cψ τ = +              （12.4）  

这种误差可称作自旋翻转误差，可用 xσ 对 qubit 态作用表示。  

采用冗余码办法可以纠正上面这类误差。例如，可以用 3

个 qubit 来对表示一个逻辑 qubit：  

0 000 ; 1 111
L L
= =             （5a）  

于是上面的态（12.3）式成为  
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0 1 0 10 1 000 111L L L
c c c cΨ = + = +       （12.5b）  

由（12.5）式中两个态所撑开的子空间称为码符子空间。当然，

有许多不同方式标记“逻辑零”位和“逻辑 1”位，比如有：  

( )

( )

3

3

10 000 111
2

11 000 111
2

L

L

⊗

⊗

⎧ ⎧ ⎫= +⎪ ⎨ ⎬
⎪ ⎩ ⎭
⎨

⎧ ⎫⎪ = −⎨ ⎬⎪ ⎩ ⎭⎩

             (12.6) 

这里，每一个“逻辑”位的基矢态都是 3 重直积的 3-qubit 的

Schrodinger 猫态【1】 , 等等。  

ii，纠正前后失误的概率  

纠正前，在 τ 时间后，有：  

  无误差的概率为 ( ) 3
1 P τ⎡ ⎤−⎣ ⎦ （态将仍然是

LΨ ）；  

  一位误差 ( ) ( ) 2
3 1P Pτ τ⎡ ⎤−⎣ ⎦ （态变为 1 2 3; ;x x xL L Lσ σ σΨ Ψ Ψ ）； 

  两位误差 ( ) ( )23 1P Pτ τ⎡ ⎤−⎣ ⎦（
1 2 1 3 2 3; ;x x x x x xL L Lσ σ σ σ σ σΨ Ψ Ψ ）；  

  三位有误差 ( )3P τ （态变为 1 2 3
x x x Lσ σ σ Ψ ））。  

误差纠正——如同经典情况：测量三个位是否在同一个态

上。如果它们是在同一个态上，那就什么也不做；如果它们处

在不同态上，就按照多数决定的原则去改变那个单独处在不同

态上的 qubit。  

注意，对于现在量子情况，所有这些测量必须以不破坏

（12.3）式的相干叠加的方式进行。对于逻辑位为（12.5b）式

的情况，用测量发现并纠正某个 qubit 位翻转误差的手续是：

首先测量如下投影算符（projector）  
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0 000 000 111 111P = +               (12.7) 

这是个投影算符 2
0 0P P= ，本征值是 ( )0,1 （比如设计力学量 0P 为

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
0 3 3

1 1
2 2z z z z z zP I I I I I Iσ σ σ σ σ σ= + + + − − − −

）。假如得到 1，表明原态（12.5b）未发生误差，就放下这个量

子逻辑位不动；假如得到 0，就对它作下面测量，试探是否发

生在第一个 qubit，   

1 100 100 011 011P = +  

此时若得到 1 就施加局域幺正算符 1
xσ ；若不是，再试探第二个  

qubit，  

2 010 010 101 101P = +  

此时如得到 1 就施加局域幺正算符 2
xσ ；而如果不是 1，就可以

直接对第三个 qubit 施加局域幺正变换 3
xσ ，对其进行纠错(注意

此时已不必作测量 3 001 001 110 110P = + ，但假如还想作，将肯

定得到 1)。总之，这样手续的结果是，若没有误差或是一位误

差，这个量子逻辑位将被纠正；但如果存在两位或多位误差，

将不能得到纠正。  

    在如此纠正之后，得到正确态的概率为：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 31 3 1 1 3 2
C

P P P P P Pτ τ τ τ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − = − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ （12.8）  

于是结果和经典情况的（12.1）式一样。  

长时间纠正问题。可以采用量子 Zeno 效应来保持一个量子

态不受扰动到任意长的时间。也可以推广到一般情况：有 k个

逻辑位，每个逻辑位由 n位 qubit 组成，并容许误差为 l位 qubit。 
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4，简单的量子误差纠正码——位相翻转型  

i，位相翻转误差的纠正与码符  

再研究发生另一类单一误差情况。设发生位相翻转误差：  

0 10 1c cψ = −                （12.9）  

这个误差也称作自旋翻转误差，因为它可以表示为由 zσ 作用在

qubit 上造成的。  

这时，方便的做法是用 xσ 本征态  

   
± ex ≡ ± = 0 ± 1( ) 2            （12.10）  

来代替 0 态和 1 态。理由是，这时产生 zσ 型位相误差将导致基

矢的翻转 + ↔ − 。于是问题就等价于前面已经分析过的基矢翻

转情况。特别是，正确的编码方法现在应当是  

0 ; 1L L= + + + = − − −           （12.11）  

于是不需要再复述。  

显然，在实际情况中，鉴别实际发生的误差究竟属于这两

类误差中哪一类是重要的。这样才有针对性地进行编码设计。 

5，量子误差纠正码——一般情况【1】  

i, 任意误差。以上讲的单一种类误差的纠正具有经典性 

质，原则上也适用于经典情况。现在叙述量子情况下经常发生

的任意类型误差。由下面（12.14）式量子 Hamming 界限可知，

情况要复杂得多。 

设“逻辑量子位” 由 k 个 qubit 组成，它们是需要用编码的办

法来保护以防止发生误差丢失的被编码量子位。一般办法是以
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冗余的方式，附加 n k− 个 qubit 来存贮 k个逻辑 qubit 信息，用以

增加可靠性来抵抗干扰，使得被编码的信息相对地不易遭受破

坏。于是，一个量子误差纠正码（quantum error-correcting code 

——QECC）是量子态空间的一种扩张型线性映射，它是在设定

要求下将 k个 qubi 态空间（维数 2k ）向 ( )n n k> 个 qubit 态空间（维

数 2n）映射。其任务是用 n个 qubit 编码 k个逻辑位的量子信息，

以保证在 T 时刻内，即使 n个 qubit 中最多有  t 个 qubit 发生任意类

型量子误差，仍然能够予以纠正。  

下面寻找能够完成这个任务的码符并说明误差纠正手续。 

所谓任意量子误差是指，在第 j个 qubit 上发生了相当于施

加一个任意算符的变换。注意，不同 qubit 间也可能存在相互干

扰。任意误差算符在分解之后，对第 j个 qubit 二维态空间的作

用总可以再分解为 { }0 , , ,j j j j
x y zσ σ σ σ 的线性组合。因此，发生在第

   j1, j2 , jl 位总共 l个 qubit 上的一个任意误差算符    Al
j1 j 2 jl 可表示为     

   

Al
j1 j 2 jl =  cα 1,α 2,,α lσα 1

j1σα 2
j 2σα l

jl

α l
∑ ≡

α 2
∑

α 1
∑  cα 1,α 2,,α l Eα 1

j1
α 2α l
j 2 jl

α l
∑

α 2
∑

α 1
∑

Eα 1
j1
α 2α l
j 2 jl ≡ σα 1

j1σα 2
j 2σα l

jl

⎧

⎨
⎪

⎩⎪
 

（12.12） 

这里，系数 c是一些复常数， 0, , ,i x y zα = 。为了简便当   α i = 0时，

   σ 0
j1 = σ 0

j1 = = σ 0
jl 是各个 qubit 的单位算符。 

ii，误差纠正。量子误差纠正方案的思想是：  

其一，码符。考虑用 n个 qubit（Hilbert 空间 H维数是 2n维）

去对 k个逻辑 qubit 进行编码（码符子空间 LH 是 2k维）。显然，
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（12.12）式误差算符    Al
j1 j 2 jl 中，除可能有的叠加系数外，自旋

乘积算符    Eα 1α 2α l
j1 j 2 jl 会将子空间 LH 变换到 H的下述对应子空间中  

   Eα 1α 2α l
j1 j 2 jl : HL → Hα 1α 2α l

j1 j 2 jl ∈H          （12.13）  

但由于算符 E是幺正的，不会改变作用空间的维数，于是与每

一个算符 E对应的这个子空间的维数仍然是 2k。但 E中所含相

关 qubit 自旋算符（以及可能包含的叠加系数）可能对原先 LH 的

基矢产生变换。 

显然，码符子空间 LH 应当如此设计，使得在全部误差作用

下，码符子空间 LH 中原有正交态仍然继续保持彼此正交。这个

条件对所需的 qubit 数目 n设立了下限。因为所有这些正交子空

间都必须镶嵌在整个 H中。 

现在计算 n的这个下限——量子 Hamming 界限。为此，先

必须数出不同的误差算符 E的个数，这些 E全都包含总数不超

过  t 个（各自分别作用在 n个 qubit 中的一部份 qubit 上）Pauli

算符。首先计算只包含 l个 Pauli 算符的那些算符，然后再考虑

  l = 0 → t 求和。对于其中只含 l个 Pauli 算符的情况，由于从 n个

qubit 中选出 l个 qubit 的组合数为 ( )! ! !n l n l⎡ ⎤−⎣ ⎦，在这 l个 qubit

中的每一个又都有三个可能的 Pauli 算符，所以一共有

( )3 ! ! ! 3l l nn l n l
l

⎛ ⎞⎡ ⎤− = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
个误差算符。于是总数不超过  t 个 qubit 上

出现误差算符的总个数是   l = 0 → t 的求和（   l = 0对应于全部 n个

qubit 上无差错情况）。为了以非简并编码方式编码 k个逻辑

qubit，这些差错中的每一个都必须对应于一个 2k维子空间。与
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此同时，误差算符作用结果虽使态矢出了原先的 LH 空间，但所

有这些子空间，都仍然包含在 H中。所以必须有  

  
2k 3l

l=0

t

∑ n
l

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
< 2n              （12.14）  

这就是量子 Hamming 界限。例如，由此式可知，当 1k = 时，只

对   t = 1，所需最小位数为 5n = 。只有这样，至少用 5 个 qubit 

来编码一个 qubit，才能容许 5 个 qubit 中的任一个 qubit 发生（包

括全部三类误差的）任意类型的量子误差，还能纠正。详细参

见最后例算。  

    提个醒，如果只发生一种误差（比如经典情况下常见的位

翻转类型   σ x : 0 ↔ 1），对于   k = t = 1，只需   n = 3。  

其二，一般手续。设 n已满足量子 Hamming 界限，并且已

经按要求编好了纠正码。于是，首先实行向全体子空间（12.13）

的测量投影（这些子空间是由全部    Eα 1α 2α l
j1 j 2 jl 作用所造成的）。因

为这些子空间已经编码设计为彼此正交，只有一个投影会给出

为 1，并且系统的态将被投影到相应的子空间    Hα 1α 2α l
j1 j 2 jl 。然后，

施加幺正变换    Eα 1α 2α l
j1 j 2 jl 。手续的第一部分相当于探测误差。而第

二部分则相当于纠正误差。显然，这样做事实上纠正了（12.12）

式形式的所有 l t≤ 的误差。下面证明: 

【证明】给定码符子空间中任意态  ψ ∈HL，假如产生了（12.12）

式形式的一个误差，态将成为 lA ψ ，这是所有子空间（12.13）

的直和。测量将把这个态投影到这些子空间中的一个。使得在

测量之后态成为  
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1 2
1 2
j j jl

lEα α α ψL
L                （12.15）  

由于 ( )21 2
1 2 1j j jl

lEα α α =L
L ，纠正将会产生正确的态 ψ 。        证毕。  

现在，总的任务是寻找这样的纠正码，它们能够纠正 n个

qubit 中有 t个发生任意误差。这个任务归结为：寻找正确的 2k 维

码符子空间 LH ，使得在所有误差算符 E的作用下，码符子空间

基矢的相互正交性仍然保持。  

iii，码稳定子 

这里主要考虑怎样去构造码符，使得能够用 n个 qubit 编码

k个逻辑位（设 n已满足 Hamming 界限）。  

回忆 Pauli 算符的一些性质：  

  

σ x
i , σ y

i⎡⎣ ⎤⎦ = 2iσ z
i

σ z
i , σ x

i⎡⎣ ⎤⎦ = 2iσ y
i

σ y
i , σ z

i⎡⎣ ⎤⎦ = 2iσ x
i

σ x
i , σ y

i{ } = 0

σ z
i , σ x

i{ } = 0

σ y
i , σ z

i{ } = 0

σ x
i , σ y

j⎡⎣ ⎤⎦ = 0 i ≠ j( )
σ z

i , σ x
j⎡⎣ ⎤⎦ = 0 i ≠ j( )

σ y
i , σ z

j⎡⎣ ⎤⎦ = 0 i ≠ j( )
 

一些由 Pauli 算符乘积构成的组合算符的群性质。设 n个 qubit

的全部 Pauli 算符乘积组成一个集合：  

       G1 = g1, g2 ,( )               （12.16）  

比如，   
g1 = σ x

1σ y
3σ z

4σ x
5 , g1 = σ y

1σ x
2σ y

3σ y
5 , g3 = σ z

1σ y
2σ x

3σ x
4σ x

5 ,。这个集合共

有 4n元素。记 ( )1 1 ;G G G G iG+ − += ∪ − = 。于是集合  

G G G+ −= ∪                （12.17）  

是阶数为 14n+ 的有限群，称作 Pauli 群。这个集合有如下性质： 

     ——由于 ( )2 1i
ασ = ，并且不同 qubit 的 Pauli 算符都对易，

所以G+所有元素的平方均为 1，并且都是厄米的和幺正的。而G−
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的所有元素的平方均为  −1，并且都是反厄米的和幺正的。  

 ——假如 A和 B G∈ ，于是 AB BA= ± ，就是说，要么是

[ ], 0A B = ，要么是{ }, 0A B = 。比如，  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3 3 4 5 5
1 2 2 1

1 1 2 3 3 4 4 5 5
1 3 3 1

x y x y y z x y

x z y y x z x x x

g g g g

g g g g

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ

= =

= = −
 

当 A和 B中每个 qubit 的不同自旋算符出现的总次数都是偶数

时，有 [ ], 0A B = ；当每个 qubit 不同自旋算符出现的总次数是奇

数时，有 { }, 0A B = 。  

码符和稳定子（也见【3】p.453）。记 LH 为 2k维码符子空间。 

【定义】码符子空间 LH 的稳定子 S是G中各个 qubit 的 Pauli 算

符乘积组成的一组算符，它们能够保持码符子空间 LH 态不变：   

{ }, , LS M G M Hψ ψ ψ= ∈ = ∀ ∈         （12.18）  

稳定子 S有以下性质： 

——可对易性。 S 是有限且可对易的。若 ,M N S∈ ，则

[ ], 0M N = 。就是说，是个有限的 Abel群，证明很简单：∵ ,M N G∈ ，

它俩不是对易就是反对易，将它俩的对易子和反对易子作用到

LH 的任一态 ψ 上，就知道不可能是反对易的。 

——群性质。 LH 的不变变换的 S是 G的一个子群。由于G是

有限群，按  Lagrange 定理（【3】附录 B）， S元素(容许重复)

可以生成全部G元素。 

—— S任一元素的平方必为 1。因为按G元素的性质，平方

不是+1，就是  −1。现在∵ 2M ψ ψ= ，∴ 2 1M = 。 
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——和 ( )2Z
α
同构。这里 2Z 是在 XOR（等价于 mod2 的加法）

运算下由元素 0 和 1 构成的 2 阶循环群（    Zm = 0,1,, m −1, mod m( )
为  m 阶循环群）。既然 S是一个元素平方均为 1 的 Abel 群, S必

定和给定正整数α （阶数）的 2 循环群的直积群 ( )2Z
α

同构。这

为下面寻找 S的元素提供了依据。 

——生成元。给定这个同构下，存在 S的一组元素，使得 

a) S的所有元素都可以写成这组元素的乘积；  

b) 它们是最少的。就是说，不存在另一组个数较少的

元素，也能将 S所有元素表示成乘积形式。记这组生成元为

   M1, M2 ,, Mα 。  

—— LH 的维数。 LH 的维数必定为 α−n2 ，α 是 S生成元个数。

这可如下看出：所有生成元都对易，并且有本征值（及本征态）

1± 。α 个生成元必定撑开 2α维子空间。接着，可以将 Hilbert 空

间 H按这些生成元的本征值分解成一些正交本征子空间，每个

子空间都是由全体生成元的本征值表征。所以每个子空间维数

是 2n α− 。其中，对应本征值全为 1+ 的子空间就是 LH 。由此得到  

  k = n −α , dim HL = 2k  

【举例】  3quits, n = 3, S = I,σ z
1σ z

2 ,σ z
2σ z

3 ,σ z
1σ z

3{ } = S = I,σ z
1σ z

2 ,σ z
2σ z

3{ }。这里，

第三个元素   σ z
1σ z

3 由前两者乘积构成，不独立，不予考虑。  σ z
1σ z

2 所

固定的子空间由  
000 , 001 , 110 , 111{ }所张成，  σ z

2σ z
3所固定的子空

间由  
000 , 100 , 011 , 111{ }  所张成。显然， 

000 , 111{ }是  S 元素共

有的不变子空间，它们撑开  k = 1的  2k 维子空间 LH 。 
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误差算符保持正交性问题。记 1E 和 2E 为（12.12）式中的两

个任意误差算符。按照上面量子 Hamming 界限思想，应当有：

“当且仅当对所有 , LHψ ϕ ∈ ， 1E ψ 和 2E ϕ 都相互垂直，误差纠

正才是可能的”。  

接着可以证明：如果算符 1 2E E 和稳定子 S中至少一个元素 M反

对易，这个条件就将自动得到满足。  

【证明】  

  ϕ E1E2 ψ = ϕ E1E2M ψ = − ϕ ME1E2 ψ = − ϕ E1E2 ψ （12.19）  

这导致   ϕ E1 ⋅ E2 ψ = 0。  

注意，除了 S本身元素外，G中任一个 E算符（包括   E = E1E2 ）

总会和 S中某个或某些元素反对易。这可以用反证法推知。因

为，否则 E将和 S所有元素都对易，这导致G是有限的 Abel 群。

这和原先的假设相悖。                          证毕。  

于是现在的问题就变成为：寻找一个子空间 LH 和一个稳定

子 S，使得G中每一个长度不超过 2t（∵每个 E的长度不超过 t）

的（非平庸的）误差算符和 S中某一元素反对易。  

    iv，纠正手续，怎样确定码稳定子及 LH  

纠正手续。现在问题归结为，寻找一个子空间 LH 和稳定子

S。为此首先要找到由 Pauli 算符乘积作为元素所组成的这个

Abel 群——二阶循环群 S，使得G中所有长度直到 2t的非平庸的

误差算符和 S中某元素反对易。一旦稳定子 S知道了，就能找到

LH ，也就是说，就能找到码符。 
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怎样确定码的稳定子。为确定 n kα = − 个生成元，如下进行： 

——对于一个给定的生成元  M ∈S ∈G ，定义自变数 N（G 中

全部 Pauli 自旋算符）的一个函数，【定义   fM N( ) :G → Z2 】所有与

M对易的 N，函数值为 0；和 M反对易的 N，函数值为 1， 

( ) [ ]
{ }

0, , 0
1, , 0M

if M N
f N

if M N
⎧ =⎪= ⎨ =⎪⎩

           （12.20）  

若 S由    M1, M2 ,, Mα α = n − k( )所组成，扩充定义 ( )2:f G Z α→ 为  

   
f N( ) = fM1

N( ) fM2
N( ) fMα

N( )⎡
⎣

⎤
⎦        （12.21）  

下面将把 ( )f N ，也就是（12.21）式的右边写为一个α 位的二进

制序列。例如，    f I( ) = 000，这里    I = I1I 2 I n 是单位算符。  

——希望如此挑选 S ，以便对长度一直到 2t 的所有 E ，

( ) ( )f E f I≠ ，即总是非零的（于是所有 E必定和某个或某些 M反

对易）。为保证如此，办法是记 1 2E E E= ， 1E 和 2E 长度 t≤ ，只须  

( ) 0f E ≠    if  ( ) ( )1 2f E f E≠  

【这里是说， f 与 E同态（homomorfism） ( ) ( ) ( )f AB f A f B= ；另

一方面，在 2Z 的操作是 XOR。于是，当且仅当 ( ) ( )f A f B≠ 时，

( ) ( )f A f B 不为   000】。这样，只需要如此建立起 S，使得 ( )if E 对

长度不超过 t的每个 iE都相异，就可以了。  

——实现的具体办法之一是，为长度不超过 t的每个可能误

差 E，按照同态结构遵从如下一些限制条件来选用有 α 位的一组

数（   ≠ 000），然后由此找到生成元。例如  

( ) ( ) ( ),i i i
y x zf XOR f fσ σ σ⎡ ⎤= ⎣ ⎦          （12.22） 

怎样确定 LH 。已知生成元后，就可以在种子态——逻辑 qubit
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态  i L
（二进制记号）基础上构造 

 
ψ i ∝ M i

L
M∈S
∑                （12.23）  

假如结果不是零，这个态就属于 LH ，并且能够纠正最多  t 个 qubit

任意误差的抗干扰态。因为，如果对态 ψ 施加任一算符 M S′∈ ，

就相应于重排求和式子（ S是个有限群）。这就是说，求和式
M S

M
∈
∑

所相应的算符对于乘任何 ,M M S∀ ∈ 是不变的， 

1 2M Mψ ψ ψ= =  

于是，人们可以用各个种子态    0000
L

,去尝试，一直到找出全

部 k个正交态为止。作为一组正交不变基，它们共同撑开码符子

空间 LH ，并且能够纠正 Hamming界限  n个 qubit中不超过 t个 qubit

任意误差算符 E的作用。  

v，【例算】单个 qubit 中一种误差的纠正【1】  

          a) 现在的问题和误差。考虑 1, 5k t n= = = 情况。这时

4n kα = − = ，误差算符是 16 个：每个 qubit 有 3 个 Pauli 算符，5

个 qubit 共 15 个，再加一个单位算符。  

b)α 位数。对每个 E算符选一个 4 位数（α 位），它

们必须是不同的，并且符合约束条件 ( ) ( ) ( ),i i i
y x zf XOR f fσ σ σ⎡ ⎤= ⎣ ⎦。

由于是 XOR 操作，同一个 i（同一个 qubit）不同 ( ), ,x y z 并位于

相同位上的三个数都是   mod2加法关系。于是只能三个全为 0、

一个 0 二个 1，不会出现三个数中有两个 0，或者三个都为 1

的情况。例如，可以选择：  
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σ x
1 : 0110,

σ x
2 : 0001,

σ x
3 : 0111,

σ x
4 :1011,

σ x
5 : 0011,

σ z
1 :1000,

σ z
2 : 0100,

σ z
3 :1010,

σ z
4 : 0010,

σ z
5 :1100,

σ y
1 :1110,

σ y
2 : 0101,

σ y
3 :1101,

σ y
4 :1001,

σ y
5 :1111,

 （12.24）  

这里每一行内同一位数字都存在约束条件，表现为它们之间有

  mod2加法关系，但实际上，依据  S 和 ( )2Z
α
同构定理，这种  XOR

操作决定着 Pauli 自旋算符的代数表示。  

c) 生成元。比如（12.24）式第一行，是 5 个 qubit

中第一个 qubit 的三个自旋量 1 1 1, ,x z yσ σ σ ，相应有三个 4 位数。第

1 个生成元   M1的决定：第一个 qubit 三组数的第 1 位数合起来决

定 1M 中应含第一个 qubit 的哪个自旋算符；第二个 qubit 三组数

的第 1 位数合起来决定   M1中应含第二个 qubit 的哪个自旋算符；

等等。现在， 1
xσ 、 1

zσ 、 1
yσ 的三个第 1 位数合起来是 011，按（12.20）

式，有 1
1, 0xM σ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ，   M1,σ z

1{ } = 0，   M1,σ y
1{ } = 0。这就决定了 1M 包

含 1
xσ 。接着继续去决定 1M 包含第 2 个 qubit 的哪个自旋   

σ x
2 ,σ z

2 ,σ y
2 。

由于第 2 个 qubit 三组数的第 1 位三个数全都为 0，  1M 只含第

2 个 qubit 的单位算符  σ 0
2（常略写）。如此等等，汇合起来成为

  M2 = σ x
1σ x

3σ z
4σ x

5 。再比如，决定 2M ：它包含第 1 个 qubit 的哪个自

旋，要看相应的 1 1 1, ,x z yσ σ σ 三组数中处于第 2 位的三个数，它们合

起来为（101），这个 0 属于 1
zσ ，于是 2M 含 1

zσ 。接着看 2M 含第 2

个 qubit 的哪个自旋算符。这由相应的   
σ x

2 ,σ z
2 ,σ y

2 三组数中处于第

2 位数上的三个数（011）决定，这个 0 属于 2
xσ ，于是 2M 含 2

xσ ；
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第 3 个 qubit 的第 2 位的三个数是（101），应含 3
zσ ；第 4 个 qubit

的第 2 位的三个数为（000），只含单位算符 4
0σ ；第 5 个 qubit

的第 2 位数是（011），应含 5
xσ 。汇合起来成为 1 2 3 5

2 z x z xM σ σ σ σ= 。总

之最后得到：  
1 3 4 5

1
1 2 3 5

2
1 3 4 5

3

2 3 4 5
4

x x z x

z x z x

z y y z

z z z z

M
M
M

M

σ σ σ σ
σ σ σ σ
σ σ σ σ
σ σ σ σ

=
=
=

=

              （12.25）  

显然，它们彼此全都对易。  

d) 码符。从两个种子态之一的 00000 态出发，作为

方程（12.23）中的 m 态，经过（12.25）式 4 个生成元算符（以

乘积方式）生成 S 的全部算符，包括 4 个 iM 和单位算符

1 2 3 4 5
0 0 0 0 0 0M σ σ σ σ σ= ，以及  

1 2 3 4 1 3 4 5 1 2 3 5
1 2 1 3 1 4

2 3 4 5 1 2 4 5 1 2 3 4
2 3 2 4 3 4

1 2 4 5 1 2 3 5
1 2 3 1 2 4

2 3 4 5 1 2 4 5
2 3 4 1 3 4

1

; ; ;

; ; ;

; ;

;

y x y z y z x y x z y y

x x y y z y z y z z x x

x x x z y y x z

y y x x y z y x

M M M M M M

M M M M M M

M M M M M M

M M M M M M

M M

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

= − = − = −

= − = − = −

= − = −

= − = −
1 2 3 4

2 3 4 x y z yM M σ σ σ σ=

 

共同组成群 S。将它们向种子态   0 L
= 00000 作用并求和，由

0
0

1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，每个 qubit 的自旋算符对态作用分别为   σ x 0 = 1 ，

  σ y 0 = −i 1 ，  σ z 0 = − 0 。算得各项并经求和，即得下式态  

0 0 6 17 23 0

4 11 13 26
L≡ = + + +

− − − −
         （12.26） 

这里，态中 qubit 编号自左往右为第 1 号 qubit 到第 5 号 qubit。 

与此同时，采用另一个种子态   1 L
= 11111 ，类似做法得到
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另一个能够抵抗发生单 qubit 任意误差的表示（别忘了单位元

素作用到种子态时将保留种子态，现在它算是 1 态）：  

1 1 1 10 16 20

22 29 7 27
L≡ = + + +

+ + − −
          （12.27）  

这样就找到了采用 5 个 qubit 编码，能够纠正任一单 qubit 发生

任意误差的一种编码方案。而（12.26）、（12.27）两式便是撑开

单 qubit 码符空间 LH 的两个逻辑位——能够经受任一单 qubit 的

任意误差而仍保持正交性，因而能作误差纠正的——码符子空

间的两个基矢。  
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