[北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿](IV)


前 言
两能级体系，更一般说，量子双态体系，是Hilbert space为2维的量子体系。其实，只需要在我们感兴趣的物理过程所涉及的能区或量子数范围内，有两个足够稳定（它们的半衰期很长于每次工作的时间）的不同状态，而体系的其余能级或状态在物理过程中对这两个状态的影响可以忽略，就可以将其看作是个双量子态体系，简称为双态体系。这里并不一定需要顾及体系到底有多少能级，或是其余的那些量子态。这类双态体系又称做“量子位”（quantum bit=qubit）。两个态一般记作
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态。

目前正处于迅速崛起中的量子通讯领域里，有关量子信息存储、操控、传递等所有过程都会用到这类双态体系。所以它们在量子信息论的广阔领域中显得尤其重要。

最简单的例子就是：其一，两类相互垂直的极化光子。比如光子处于垂直极化状态称作
[image: image3.wmf]0

态，而水平极化状态称作
[image: image4.wmf]1

态；其二，两种自旋状态的电子。比如可定义：
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本章集中讲述这类双态体系的有关基本物理问题。包括对它们量子状态和特征量描述、状态演化、测量影响等等。至于对混态的更多叙述、以及关于多体量子系综、量子纠缠与可分离、多位量子存储器、逻辑门的运行和操控、量子计算、退相干等等问题，则在下面各讲中分别讲述。
§2.1, 单粒子双态体系的定态描述

   1, 单粒子双态体系的纯态与混态
两能级体系，普遍一些的提法是双态体系，其纯态一般为
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          (2.1a)
对自旋
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2

体系，状态一般为下面形式：
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   （2.1b）

这里
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U ez →



n θ ,ϕ( )( )










是在2维自旋空间中将
[image: image10.emf]


  
ez










转向
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方向的转动：
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  （2.1c）

对于两维态空间的光子，与电子情况有两点不同。其一，无静质量；其二，自旋为1是玻色子，其表示不是某个简单旋量。但作为2维数学运算，表面形式是类似的。设光子两个极化状态基矢为：水平极化态
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，垂直极化态
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。对沿Z轴前进的光子，将其极化状态在X-Y面内转
[image: image15.wmf]q

角的转动变换为
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再加上对两个基的相对相移
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δ










变换
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这两种变换联合使用即可对光子极化状态施加任何
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幺正变换
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  U δ , θ( ) = eiδ σ z 2eiθ σ y










                  （2.2c）
其实，广泛而言，一个光子通过一个半透片后，是反射还是透射，也是两种状态的相干叠加，构成关于哪个出口空间模的二维状态空间[1]。注意，依此类推，可以用实验手段引入粒子的新自由度。
虽然无论纯态或混态都可以用密度矩阵描述，但混态必需，而纯态并不必需用密度矩阵
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描述。一般而言，单粒子A任意混态密度矩阵
[image: image22.wmf]A
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  （2.3）
（2.3）式的含义是：A处在
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的概率为
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，…。注意：i，这些态之间的相对相位不定，彼此不相干涉；ii，
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之间不一定相互正交。
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有如下性质：

i)  
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是厄密的
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ii) 
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本征值是非负的。于是对任何态
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iii)迹为1：
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 (2.4c)
这里，对角元素是正数，非对角元素可以是复数。并且有
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     （2.4d） 

此处有3个独立实参数，用于决定任一混态。纯态密度矩阵
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是该纯态的并矢,于是
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，（2.4d）中第二式的等号成立，最多只含2个独立实参数(不计绝对相位)。
2, 纯态极化矢量
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、混态Bloch矢量
[image: image40.emf]
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与Bloch球描述
双态体系的状态变换有4个算符：
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注意这里的
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。显然，三个Pauli矩阵
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s

加上
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s

可以构成一组矩阵基，用于展开任何2×2矩阵。于是单个双态体系的混态密度矩阵
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可以展开为：
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         （2.5）
可以检验
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，对纯态为单位矢量,并等于极化矢量
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。比如对（1b）两个态,
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      （2.6）
应当指出：由于量子测量过程中塌缩的随机性，即使对这两个纯态的多个样品沿Z轴进行多次测量，也只能决定两个系数的模值，仍然不能决定态的内部相因子（这完全不同于经典方程式，几个变数就用几次独立测量来确定）。实验测定一个自旋纯态
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等价于确定其极化矢量
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，测定这个单位矢量
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的两个方位角。
Bloch球描述方法[image: image1.wmf]0

。引入单位半径

的圆球，于是上面叙述说明纯态对应单
位球面上一点，模长为1的矢径正是该
纯态的极化矢量
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。但Bloch球
方法更重要的用途在于描述双态体系的
混态。就单个qubit而言，任一混态不过是两个两分量自旋态按一定概率的非相干混合，其密度矩阵是一个迹为1的本征值非负的厄密矩阵。这种混态密度矩阵
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总可以表示为
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对于混态,矢量
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称作Bloch矢量,其模长小于1：
     
[image: image57.emf]
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                     （2.9）
这是因为, 设
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本征值为
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，则有
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。行列式非负要求导致混态Bloch矢量模长小于1。因此，单个qubit任何混态必对应单位球内某一点。说明在qubit随时间演化的退相干过程中，由某个纯态转为混态时，相应的Bloch矢量将从球面上某点因径长缩小而进入球内（在某些特殊的退相干过程中，矢径最终会转到球面上某一特定点——体系的稳定基态，是个纯态）。Bloch球心是一个不含任何信息的完全随机的混态——垃圾态：
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3，可观察量与测量
它们是自伴算符（self-adjoint operators）：
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采用4个矩阵基，将
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            （2.12）
按测量公设，对于给定的
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时，可得:
单次测量：得本征值
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的概率为
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。若测量是一次过滤性的测量，测后即塌缩向态
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投影测量：任何投影
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结果为1：测后的态为
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多次测量：若制备大量同一态
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，多次重复测量
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§2.2，双态体系的幺正演化，举例

1，双态动力学演化
单纯双态体系动力学[3]中有所叙述，但叙述未突出耦合场性质，而且未能概括丰富的各种广义双态体系，也不切合现在量子信息论的实用。下面两节将以建立普适理论的方式，从理论上全面解决这一问题。这里先作简单叙述。设体系
[image: image79.wmf](

)

Ht

的初态为
[image: image80.wmf](

)

0

y

，则

[image: image81.emf]


   
i ∂



∂t
ψ t( ) = H t( ) ψ t( ) , ψ t( )



t=0
= ψ 0( )










       （2.13）
如果初始为混态，更方便的是使用Liouville方程
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按（2.12）式可将Hamiltonian 
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这里
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。多数情况下体系Hamiltonian并不依赖于时间，问题很容易精确求解。略去常数项（将其归入本征值中）后，
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这里
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是单位矢量。时间演化算符为
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至此已经容易进行各种计算了。比如有
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（2.16b）
于是，状态按
[image: image90.wmf](
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变换演化，与此同时，等效的极化矢量按相应的三维空间转动演化。这是中子干涉量度学基本规律之一[2]。
2，举例
量子光学中常用如下Hamiltonian
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引入单位矢量
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           （2.17b）
当
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     （2.18）
比如，若体系初始被制备在
[image: image96.wmf]1

态，找到它在
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态的概率以频率
[image: image98.wmf]W

振荡。这些振荡称作Rabi振荡，
[image: image99.wmf]W

为Rabi频率。
§2.3，双态体系实验制备简介
目前正在实验尝试采用各种可能的途径来实现可控量子位和量子存储器。以便尽早制造出包含10-20个量子位左右的量子计算机。目前文献中出现的方案主要归纳为以下5类：NMR方案；腔QED；离子阱（ion trap）；量子点（quantum dot）；各种固体方法，比如硅基NMR，超导Josephson结等等。
1，NMR方案
核磁共振（NMR）方法是较早出现的量子计算实验方案。利用液体NMR技术进行量子计算时，量子位通常是由自旋
[image: image100.wmf]1
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原子核（如
[image: image101.wmf]1131915

,,,

HCFN

等）的自旋态来承担。以弱静磁场来定义
[image: image102.wmf]0

态和
[image: image103.wmf]1

态。与此同时，利用自旋在外磁场下会作进动运动的规律，以射频交变磁场作为调控自旋状态的手段。射频场的频率、强度、持续时间、方向等均可以人为操控（详见§10.1）。由于单个分子中原子核自旋信号十分微弱，实验上利用含有大量分子的溶液。所以液体NMR量子计算又称为集体自旋共振量子计算。室温下液体NMR样品中分子处于热平衡状态，并且可以认为它们彼此独立，组成近独立的平衡态量子统计系综。所以单个分子的密度矩阵对系综平均之后，就可以代表整个样品的时间演化。但经此平均之后，体系的状态已是混态（详见§6.2。这时密度矩阵的对角元表示粒子的布居数，服从Boltzmann分布，代表相干性的非对角项经统计平均趋于零）。相应的热平衡态的密度矩阵为
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室温下
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可近似写成（设单位液体中含有
[image: image107.wmf]n

个核自旋）
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由于
[image: image109.wmf]H

中自旋-自旋耦合项和进动频率项相比十分小，所以这个热平衡态密度矩阵基本上是对角的，就是说是个高度的混合态。因此，事实上系综每个成员的真实物理态是什么，这是一个有争议的问题：这种热平衡态
[image: image110.wmf]eq
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适宜于作为NMR量子计算的初态吗？
针对液体NMR方案的实际情况，提出了“赝纯态（pseudo-pure state）”或“有效纯态”概念。对于每个分子中含有
[image: image111.wmf]n

个核自旋的情况，密度矩阵记为
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，
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这里
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是任意幺正算符。由于单位矩阵
[image: image115.wmf]I

在NMR任何操作中没有可观测效应，可予略去。于是，称作偏移密度矩阵的第二部分和纯态
[image: image116.wmf]y

只相差一个极化因子。由此可知，除了信号强度差别外，等效纯态
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和纯态
[image: image118.wmf]yy

具有相同的演化规律。就是说，这种特定状态在完成量子计算任务过程中，可以起到相应纯态的作用。NMR的量子计算就是对
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进行的。设对应完成某个算法
[image: image120.wmf]f

的量子变换为
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，这一般是个幺正保迹的变换，它对纯态的操作为
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。如果计算完成后对体系测量
[image: image123.wmf]W

。假定
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为
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的某种变换，则按设定，在
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和
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之间有如下关系
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这里
[image: image129.wmf]c

为比例系数。在NMR的实际实验中，采用时间平均、空间平均、逻辑标记等办法， 通过对热平衡态进行适当的处理，使体系初态处于这类特定的状态（指特定的
[image: image130.wmf]U

y

，比如
[image: image131.wmf]UI
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=

。于是对角矩阵的对角线上除一个元素外全都相同）。这样就能使人们相信，只要体系对它所处高温环境的耦合足够弱，利用上述有效纯态方法，就可以在高温平衡态下研究零温度动力学问题。
NMR方法的优点是利用了大量分子热平衡态的统计性质，因此抗外界干扰性强，退相干时间长，而且试验在室温下进行。这些优点使量子算法的最新试验进展几乎都集中在这方面，最近已实现了7个量子位的计算机，并实现了最简单的Deutsch算法及Grover搜寻算法等的实验演示。方法的缺点是不能实现较多量子位，随着量子位的增多，合适分子选择、量子位寻址、信号读出都将发生困难。

NMR方案操作的具体叙述，以CNOT门为例，详细见§10.1。
在[12]中§6.1对其研究现状和展望有一个详细的评估和预计。NMR包括早先的液体和近来的固体两个很不相同的方向。
2，腔QED
腔QED主要涉及两能级原子和量子电磁场的相互作用。原子能级的跃迁拌随着光场光量子的发射和吸收。在此电磁作用过程中，不仅有能量守恒（在不确定关系成立的范围内）、总角动量守恒、宇称守恒；而且由于涉及的能量是非相对论性的，原子中电子数目也守恒。后者是说，相互作用Hamiltonian中的每一项中电子态的产生湮灭算符均须配对相乘出现（只有量子光场的光子算符不如此）。腔QED的主要理论模型是前面已详细研究过的Jaynes-Cummings模型。
在[12]中的§6.3对中性原子，包括：腔QED、单原子阱、磁光阱、光学晶格等的现状和展望有一个详细的评价和预计。而在§6.4又专门对腔QED方案的现状和展望有一个详细的评价和预计。
3，光学方法
上一章的§1.2节已经详细描述了光学方法及其器件。这里仅向对此方法有兴趣的人推荐文献[13]。那是一个利用线性光学器件实现CNOT门的实验工作。此处不再作详细介绍。
应当说，虽然也有用光学方法演示少量子位的量子算法工作，但方法用途显然并不在于量子计算，而在于量子信息传递。

另外，在[12]中的§6.5对这一方法的现状和展望有一个详细的评价和预计。
4，离子阱
这是一类人工微结构。在各种类型量子计算方案中，离子阱
方法是现在正在研究的重要候选者之一。在[12]中的§6.2对这一方法的现状和展望有一个详细的评价和预计。
这是用原子作为qubit的实验实现方案（通过能量等各种限制办法，量子计算过程将只涉及内态中的两个态）。然后，通过原子与光场相互作用将量子态写入（存入原子的内态）和读出（从内态取出转为光子——飞行qubit的极化状态）。通常利用的是原子中外层电子自旋（也有用原子核的自旋，这时实际是在利用原子的超精细结构）在磁场中取向不同所产生的两个能级。但这两个能级间的能量差远小于原子其它内态或热运动的能量标度，因此对它们的观察很困难，控制它的演化更是如此。但只要仔细按排环境，精巧的控制还是可能的。
为了达到精致约束的目的，通常是将一些原子电离成离子后，在高真空环境下，用精心设计的电磁陷阱将其约束住。然后，只要温度足够低，就可以“冻结”其它所有振动模自由度，只剩下最靠近基态
[image: image132.emf]
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的声子振动态。而无声子的基态
[image: image133.emf]
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也就是量子计算的适宜的初态。这类电磁阱在一级近似下可看成是简谐的，然后离子在入射激光场的单色简谐振动下按Schrodinger方程运动。比如，有两个
[image: image134.wmf]1

2

自旋离子，这两个qubit的4个计算基为
[image: image135.wmf]00,01,10,11

。当然，也可以选择耦合表象基矢，视模型Hamiltonian求解方便而定。
5，量子点（quantum dot）
这是又一类人工微结构。量子点是各种类型的只包含少量电子的零维封闭结构，其尺寸小于
[image: image136.wmf]1

m

m

，点中的电子数目为
[image: image137.wmf]03

1010

:

。量子点被设计安排得使这种封闭性结构能够稳定地运行。量子点也常称为人工原子，其中的电子只能占据类似于原子中的分立能级。由于电子在任何方向都不可以自由运动，所以态密度是一组
[image: image138.wmf]d

-

函数。比如利用电子自旋的GaAs量子点方法。当然，多个量子点之间也可以存在耦合，成为耦合量子点系统，目前正在尝试研究用作量子存储器[12、14]。在[12]中§6.6有对量子点方法的现状和展望有一个详细的评价和预计。
6，固体方法：硅基NMR、超导Josephson结
固体方法比较丰富多彩，比如有硅基核自旋方法、GaAs量子点方法、光学晶格方法、超导Josephson结方法等等。
其中，Josephson结的基本原理分析可见[2]中§9.5，而利用Josephson结作为器件实现量子态工程的综述文献见[15]。可以耦合的Josephson结双量子位实验研究见[16]。随着低温和纳米实验技术的发展，采用低电容Josephson结来探索构建量子位已成为新的研究方向。Josephson量子位分为两类：一是基于电荷的量子位，另一是基于磁通（持续电流）的量子位。这种量子位是一种超导纳米电子器件，可植入电路。其操控可以直接由电压或磁通进行。如探索研究成功，将便于实现大规模集成。在[12]中§6.6对固体方法的现状和展望有一个详细的评价和预计。在§6.7则对超导方法的现状和展望有一个详细的评价和预计。
最后，总括以上各类正在研究中的量子位和量子存储器的实验方案，文献[12]作为一个专家组的集体研究成果，就各种器件方案的研究现状和进展有比较详细而全面的估价和预测，有很好的参考价值。其中包括按照DiVincenzo的7条判别标准（见本书§10.3），对各类器件、各类方法当前工作的评价（参见[12]的表4.0-1和4.0-2）。
§2.4，双态体系混态作为系综解释的含糊性

1，系综解释的含糊性
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前面说过，双态体系所有状态的密度矩阵是单位迹的2×2厄密非负矩阵的一个三维集合，这个集合构成单位球——Bloch球。球是凸性的(一般结论见下章)，球面点对应纯
态；球内点对应混态；球外无物理态。
密度矩阵的凸性和。这个凸性和
的一个直观解释是：假定已给定制备
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的方法，现在引入一个随机数n
（n=0或1），当n=0时，制备态
[image: image140.wmf]1
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；当n=1时，制备态
[image: image141.wmf]2
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（设n取0的概率为
[image: image142.wmf]l

）。计算任一可观察量M在这种态中的期望值：
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这说明，物理上，分别制备
[image: image144.wmf]1

r

和
[image: image145.wmf]2
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后求平均等价于事先直接制备混态
[image: image146.wmf](

)

(

)

12

1

rllrlr

=+-

求平均。两种做法对任意M的全部期望值测量完全不可分辨。于是这里制备办法等于给出一个（在给定制备
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r

和
[image: image148.wmf]2
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办法后）制备
[image: image149.wmf]1
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和
[image: image150.wmf]2
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任意凸性组合的操作手续。
现在根据Bloch球来谈及系综制备和混态解释的含糊性问题。

事实上，对任何混态
[image: image151.wmf]r

，可以存在无穷多种方法将其表示为某些纯

态
[image: image152.wmf]i
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的凸性组合。于是也就有无穷多种手段

可以用于制备任一混态
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。而且单就
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中任    B     A      C
何可以设想的观察而言，有着完全相同的测      
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量结果。                                        0
    办法是，对处于球内的任一给定
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，过其顶点
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作任意一根线段，比如其中一根交球面于
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两点。设
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           （2.24）
（2.24）式说明了，混态密度矩阵分解为两个纯态并矢之和与它们极化矢量分解的对应关系。注意，两个纯态的极化矢量
[image: image164.wmf],
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的模长均为1，而混态矢量
[image: image165.emf]
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的模长小于1。由此式也知道，分解远不是唯一的。
已经知道，不论对于纯态或混态，只要知道它的极化矢量就可以完全决定态本身，上面这种分解办法可用于混态的合成与分解。这要看问题是从方程式的哪一方已知参数出发去寻求另一方未知参数。甚至两者相结合的方式。但不论怎样做总都清楚：这里的分解与合成途径远不是唯一的。虽然纯态的制备方法是唯一的、确定的，但混态的制备方法是不唯一的、不确定的。如果将混态解释为按一定概率支配下制备出的非相干混合着的纯态序列，即对混态作系综解释，这类解释将是含糊的、远不是唯一的。
一个极端的例证是球心那一点
[image: image166.wmf]0
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。既可以在随机数指令下制备
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得到这个
[image: image168.wmf]0
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；也可以在这个随机数指令下制备
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得到它；等等。制备方法有无穷多种不同的方式。但是测量结果和使用中无法察觉它们之间的差异。这也是为什么说，球心所对应的
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态，从信息论角度来看，实际上是个垃圾态。

2，一个例算
上面叙述略显抽象，举一个具体计算例子作为说明。由于某种量子纠缠或某些随机干扰的原因，有一个下面例子中的混态。这件事可以用数学语言叙述如下：给定一个随机数
[image: image171.wmf]0,1
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,为叙述简明假定
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取值0和1的概率均为
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（当然可以设为不相等
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）。假设有很多非极化的、自旋指向杂乱无章的
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粒子,现在来制备此自旋
[image: image176.wmf]1
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粒子的这样一个混态：当随机数
[image: image177.wmf]k

取0值时，就通过沿Z方向磁场测量自旋
[image: image178.wmf]z

s

，制备出一个沿正Z方向的自旋态（如测出是沿负Z方向，就将这个粒子扔掉），相应的极化矢量
[image: image179.wmf](
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取1值时，就沿
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）磁场测量这个粒子的
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（制备中作同样的选择——测出沿
[image: image184.emf]
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方向，就将该粒子扔掉）制备一个沿正
[image: image185.emf]
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方向的自旋态。由于各自都扔掉了一半，所以两个态还是一半对一半，这就得到了如下混态（两个纯态的凸性和）：

这里用到上面说过的，任一自旋
[image: image186.wmf]1
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态
[image: image187.wmf]g

的投影算符
[image: image188.wmf]gg

与其极化矢量（态平均自旋指向）
[image: image189.wmf](
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之间有如下关系，
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按量子系综观点，此混态是如下两种非正交纯态等概率无序排列：

  
[image: image191.emf]
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这是第一种观点。图解表示如右。三个箭头  X                 

（从左到右）分别代表态
[image: image192.emf]
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的极化矢量。混态极化矢量的模长
[image: image193.wmf]cos1
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 现在再谈第二种分解：对
[image: image194.wmf]r

作另
一种非正交分解。现选为：过
[image: image195.wmf]r

态的     X
极化矢量
[image: image196.emf]
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点作一水平直线，交圆周
于两点。这又代表将此混态分解成了
另外两个纯态的凸性和。注意，此时也是非正交分解。

现在求分解出的两个纯态及相应的混合系数。由于
[image: image197.wmf]r

态的
[image: image198.emf]
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与Z轴夹角
[image: image199.wmf]8

p

，于是这两个纯态（Bloch球面与X-Z面内此水平直线的两个交点）分别有极化矢量（注意纯态极化矢量模长为1）：
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有了这两个纯态的极化矢量，便很容易构造出它们的密度矩阵。另外还要求出态
[image: image201.wmf]r

被这两个非正交态作非相干分解的比例系数
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。由于水平弦长
[image: image203.wmf]4

21cos

8

p

-

，按（2.24）式，权重
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由此就得到
[image: image206.wmf]r

的另一种非正交分解：
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可以直接验证右边之和就是上面的混态
[image: image208.wmf]r

矩阵。于是，按系综解释，对这同一个混态
[image: image209.wmf]r

现在又产生了第三种理解。即它为如下两个非正交纯态的非相干混合的随机序列：
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也可以将这个纯态序列描述为按一个随机数
[image: image211.wmf]k

的取值，分别让磁场沿
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或
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来制备相应正向取向的态（如自旋塌缩到它们的负方向，便将该粒子弃去）。这个随机数
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以
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的概率取0值，制备
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方向的纯态
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；以
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的概率取1值时，制备
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方向的纯态
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。
其实，这个混态
[image: image221.wmf]r

有个唯一的正交分解——本征分解（此处设两个本征值不相等。因为
[image: image222.wmf]22
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厄密矩阵若两根相等则为平庸的常数矩阵）。容易求出这个
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的本征纯态分解：过球内此点
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。而分解的比例系数按（2.24）式为：
[image: image226.wmf]1

1cos

28

p

l

±

æö

=±

ç÷

èø

。利用上面态矢投影算符与其极化矢量的关系式，即得这两个态的投影算符为
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于是，这个混态密度矩阵
[image: image228.wmf]r

的本征（正交）分解（也即此
[image: image229.wmf]r

的谱表示）就成为：
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此处
[image: image231.wmf]r

的正交分解也可以算作是第三种看法——混态
[image: image232.wmf]r

的谱表示：按系综观点理解，这个
[image: image233.wmf]r

可以理解为是两个正交纯态
[image: image234.emf]
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的随机序列，其中
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各自出现的概率分别为
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和
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：
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显然，上面非正交分解有无穷多种。此处关键问题是：理论上，这三种不同的纯态系综都代表着同一个混态。实验上，任何统计测量办法都无法鉴别这三种不同纯态系综之间的差别。发生这种情况是由于，在用纯态系综办法制备混态时，为得到最后的密度矩阵
[image: image240.wmf]r

，已经将各有关成分作了非相干的混合相加。混合相加过程也就是丧失原来如何制备这个混态的信息的过程。混态的系综解释的含糊性也就由此产生。但是，无论如何，一旦给定了体系的某个密度矩阵
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，则该体系的一切统计测量结果就都由这个已丧失了如何制备信息的
[image: image242.wmf]r

所决定。这个问题下章还会谈及。
练习题

[2.1] 研究
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粒子自旋态
[image: image244.wmf](
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转动、极化矢量
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转动之间的关系。
[2.2] 研究双qubit的EPR反关联态。已知
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证明：沿任何方向测量此态中AB两个粒子的自旋，发现均取相
反的方向。就是说，如A取该方向的正向，则B必取该方向的负
向。若为
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呢？
[2.3] 任何两维纯态
[image: image248.wmf]y

必定对应于单位球面上的某一点，因为它的密度矩阵总可以表示为
[image: image249.emf]
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，这里
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是单位球面上某一点的矢径；任何两维混态必定对应于单位球面内的某一点，因为它的密度矩阵总可以写为
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，这里
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，根据
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的本征值为非负的要求，必有
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）。
这便是二维量子态的Bloch 球表示。现在要求在Bloch 球上表示下述态：
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[2.4] 利用Bloch 球证明：

      i, 任何二维混态
[image: image258.wmf]r

总可以表示为两个纯态的如下凸性和
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这里
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是两个纯态，
[image: image261.wmf]l

是某个小于1的正数。

      ii, 给出极化矢量的相应分解表示式。

      iii, 这种表示方法不唯一, 说明混态的纯态系综表示是含混的。

[2.5] 假如
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[2.6] 给定系统
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的一个混态
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，证明它能够作为两体系统
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和
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的Hilbert空间中某个纯态的约化密度矩阵来得到。
[2.7] 求密度矩阵
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是von Neumann熵（13.26）。
[2.8] 按均匀概率分布制备以下三个态
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求此系综组成的两体密度矩阵的本征值。
[2.9] 求证：4个Bell基
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的共同本征态。
[2.10] 设
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求：i, 约化密度矩阵
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[2.11] 已知双qubit 系统的一个量子态
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ii, 沿
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 求它们都沿各
自相应轴朝上的概率。

（提示ii：计算
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[2.12] 推导附录B中的（B.19）式。

[2.13] 设体系Hamiltonian为
[image: image287.emf]
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。往论
证此为（2.19）式的特殊情况。并求
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时解的形式。
[2.14] 验算附录B中的（B.11）和（B.26）式。
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