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【北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿】(VI-VII) 

第三章  量子纠缠、混态与量子系综 

QT 认定，任何孤立的微观体系 A，其状态一定可以用一个纯

态来完备地描述。但它和外界环境 B 难以避免有直接或间接的相互

影响，这些相互作用导致 A、B 状态之间的量子纠缠。量子纠缠的

概念和术语由 Schrodinger 于 1935 年首次引入量子力学，并称其为

“量子力学的精髓”【1】。量子纠缠是一种奇特而又十分复杂的纯

量子现象，反映了量子理论的本质——相干性、或然性和空间非定

域性，广泛应用于蓬勃发展着的量子通讯和量子计算中。  
由于和 B 的量子纠缠，使得对 A 问题的研究复杂化。这时，

可以区分不同精度等级考虑 B 对 A 的影响。从最粗糙的用统计平

均方式排除 B 对 A 的影响，具体办法是对 B 部分求迹。再经历将 B
对 A 的影响适当平均成为平均场━━外场近似，这是单粒子的线性

化的近似。再到各类自洽场近似和等效 Lagrangian 方法。  
   这种局限性的观测和统计性的研究导致量子理论在以下三个方

面出现重大改变或者说发展：其一，产生了和纯态概念完全不同的

混态概念。值得注意的是，不像纯态，混态从制备到解释都有着一

定的含混性；其二，不像纯态按   Schrodinger方程作幺正演化，混态

的演化方程称作主方程，其演化一般不再是幺正和可逆的；其三，

测量一般不再是正交投影。由于量子态描述、状态演化方程、测量

塌缩三个重要问题上有这些变化发展，量子理论表现出了崭新的面  
貌，进入一种更多人为干预的、更加实际、更加主动的新阶段。  
§3.1，两体系统量子态分类及纯态 Schmidt 分解  

1, 纯态与混态、可分离态与纠缠态 

▲两体纯态。它们是两体系统 A+B 态空间  �� A ⊗� B中任一相干

叠加态。简单说，能够用单一波函数描述的态。普遍表示为 

 
ψ

AB
= Cmn ψ m A

⊗ ϕ n B
mn
∑             （3.1）   

（{  ψ m A
⊗ ϕ n B

}为正交归一基矢）。两体纯态可区分为两大类：可

分离态，不可分离态。由下面叙述可知，后者对应 Schmidt 数大于
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1，常称为纯态纠缠态。 

▲未关联态（uncorrelated states）是这样一些态，它们密度矩 

阵可以写作 

AB A Bρ ρ ρ= ⊗                  （3.2） 
这些态在部分求迹（见下）后，约化密度矩阵分别就是 Aρ 和 Bρ 。 

▲可分离态(separable states)——包括可分离混态，是这样一些

纯态和混态，它们的密度矩阵可以写作一些（3.2）式未关联态概率

权重之和 

  
ρAB = pkρA

k ⊗ ρB
k

k
∑ , pk = 1

k
∑            （3.3）  

这里 C是与两个子系统都相关的某个物理量或事件。（3.3）式就是

A、 B两个子系统的任意可分离量子态的定义。注意，混态可分离

态的表达式（3.3）容许对求和式中每一项的 A和 B都各自单独引入

任意不同相因子而不改变状态。当两体系统处于可分离态时，总可

以找到一种分解（现在是按 C分解），使得态的可分离性等价于添

加任意内部相因子而不改变这个态，这有着深刻的含意【9】。  
▲（3.3）式解释：关联型空间非定域性与量子纠缠的等价性。 

首先，如果条件 C下事件 A和 B相互独立，这种相互无关性质

可以用下面条件概率的乘积分解来定义，  

( ) ( ) ( )P AB C P A C P B C= ⋅            （3.4a）  

这里 ( ) ( ),P A C P B C 分别为出现事件 C（ C是两个子系统的“共同特

征事件”，是一类具有完备分类能力的特征事件族）条件下事件 A或
B发生的概率， ( )P AB C 为事件 C条件下 A和 B同时发生的概率。  

其次，可以证明有定理：“对于多体量子系统，基于类空间隔

下关联测量的空间定域性等价于量子态的可分离性。换一种提法，

关联型空间非定域性与量子纠缠本质上等价。” 
于是，两体态的可分离性与类空间隔关联测量意义下的空间定域性

是等价的。  
证明：只考虑两体情况，但论证方法对多体情况同样适用。  
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这里说的关联测量是指相对论性定域因果律的类空间隔下的

关联测量。定律主张：处于类空间隔下的两个子系统 A和 B中各自

发生的事件，不存在因果关联，相互独立。可以引用（3.4a）式“两
个相互独立事件乘积的条件概率等于两个事件条件概率的乘积”。
该式思想还可以表示作“类空间隔下不存在非定域的相关性”，或者

是“类空间隔下的定域独立性”。其实这些都是“相对论性定域因果

律”的等价表述。容易得出，如用 Â和 B̂分别表示两个子系统的两

个任意算符，那么它们期望值将肯定满足下面关系  

( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆE AB C E A C E B C= ⋅                 （3.4b）  

注意
  
E Ω̂AB( ) = trAB ρABΩ̂AB( )，令 Cp 为事件 C发生的概率，这时 ˆ ˆAB期望

值可以表示为  

  

E ÂB̂( ) = pC E ÂB̂ C( ) =
C
∑ pC E Â C( ) ⋅ E B̂ C( )

C
∑

= pC trA ρA
C Â( ) ⋅

C
∑ trB ρB

C B̂( ) = pC trAB ρA
C ⊗ ρB

C ÂB̂⎡⎣ ⎤⎦
C
∑

= trAB pCρA
C ⊗ ρB

C

C
∑⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

ÂB̂
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

 

考虑到算符 ˆ ˆ,A B的任意性，即得  

, 1C C
AB C A B C

C C
p pρ ρ ρ= ⊗ =∑ ∑   

这正是 A B⊕ 两体系统量子态是可分离态的定义式（3.3）。   
注意推导是可逆的。于是可知，基于两体系统类空间隔下关联

测量的空间定域性（含义见（3.4a）式）蕴含了该量子态可分离性；

逆过来说，量子态可分离性必蕴含类空间隔下关联测量的空间定域

性。逆否过来，又可以说，量子纠缠和上述意义下的空间非定域性

——关联型空间非定域性本质上等价。这也是将“关联型空间非定

域性”和“量子纠缠非定域性”互相称谓的缘故。        定理证毕。 
▲不可分离态(unseparable states, mixed entanglement states)，又称

作纠缠态━━包括纠缠纯态和纠缠混态，是所有不能写成可分离态

（3.3）形式的纯态和混态。  
首先，纯态纠缠态(entangled state)。表观上，这是一些不能按
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粒子分解为因子化的两体量子纯态。实质上，纠缠态的共同点是

粒子间的状态相互纠缠不可分离，本质上是位相关联的。于是对

任一体的每项添加相因子将肯定会改变这个态。量子纠缠本质上

是物理的而非数学表述性的、是量子的而非经典的。它体现了量

子相干性、或然性和空间非定域性。量子纠缠最具深刻科学意义、

同时又最具实践价值的地方是：它明显地体现出了量子理论本质

特性之一的空间非定域性(non-locality) 。详细叙述可见以下三章。

对相互作用的复合体系，态空间中绝大多数是纠缠态。 

比如，两个
1
2
自旋粒子体系的 4 个 Bell 基（“EPR 对”——涉

及 Einstein-Podolsky-Rosen 佯谬）：  

  
( )

( )

1 0 1 1 0
2
1 0 0 1 1
2

A B A BAB

A B A BAB

ψ

ϕ

±

±

= ⊗ ± ⊗

= ⊗ ± ⊗
        （3.5a）   

就是 4 个典型的纠缠态。以后知道，这些态都是最大纠缠态。对

两体分别进行任意局域幺正变换（LU）所得的态都是最大纠缠态。

因为，每个粒子的两个正交态经各自的 LU 后仍保持为正交的，

所以只需重新定义该粒子的 0 和 1 而已。可以检验，这四个 Bell
基是力学量算符 , ,A B A B A B

x x y y z zσ σ σ σ σ σ 的共同本征态。由于它们正交归一

完备，可作为此体系态空间的基矢。此外，两个双态粒子体系还

常用无耦合基和耦合基： 

( )

( )

,
,

1 , ,, 2;
, ,

1, , ,
2

z zA B AB
z zA B AB

AB ABz zA B AB

z z z zA B AB A B AB

z zA B AB
AB AB

⎧ ↑ ⊗ ↑ = ↑ ↑
⎧ ⎪↑ ⊗ ↑ = ↑ ↑
⎪ ⎪

↑ ↓ + ↓ ↑⎪ ⎪↑ ⊗ ↓ = ↑ ↓⎪ ⎪
⎨ ⎨
↓ ⊗ ↑ = ↓ ↑ ↓ ⊗ ↓ = ↓ ↓⎪ ⎪

⎪ ⎪
↓ ⊗ ↓ = ↓ ↓⎪ ⎪ ↑ ↓ − ↓ ↑⎩ ⎪⎩

    （3.5b,c）  

（3.5b）式一套由未关联态组成；（3.5c）中只有两个是纠缠态。而

（3.5a）中 4 个基矢全部是纠缠态。三套基可以相互展开。  
其次，纠缠混态。例如，可以证明，下述混态对任何（ 1 2f ≠ ）

均是纠缠的（证明见【15】题解[4.1、4.2]）  
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( )1 , 0 1AB AB AB
f f fρ ψ ψ ϕ ϕ+ + + += + − < <     （3.6）  

混态纠缠态。就两体而言，混态纠缠态定义为：当且仅当不能表示

为（3.3）式混态可分离态的形式。  
▲一般的两体混态表示为 

3

, 0
AB ij AB AB

i j
p i jρ

=

= ∑                （3.7）  

这里系数 i jp 必须使矩阵 ABρ 是厄密的， 1ABTrρ = ，并且 2 1ABTrρ < 。 

取 A、B 的 Pauli 矩阵及单位矩阵直积作为此体系 16 个基：  
用

这

组基可将 ABρ 展开为  

  
ρAB = 1

4
λiΣ i

i=0

15

∑                  （3.8）  

这里 iλ 是实系数（ 0 1λ = ），且有 ( )i AB iTrλ ρ= Σ 。于是两体两能级体系

的任一混态密度矩阵最多需用 15 个实参数来确定。  

    ▲约化密度矩阵（reduced density matrices）。对两体纯态  ψ AB
为： 

  
ρA = Tr B( ) ψ

AB
ψ( ) ; ρB = Tr A( ) ψ

AB
ψ( )         （3.9a）  

 一般对两体混态  ρAB 为  

         

ρA = tr
( B ) (ρAB ) =

B
j ρAB j

B
j=1

M

∑ , j
B B

j = IB
j=1

M

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

ρB = tr
( A) (ρAB ) =

A
i ρAB i

A
i=1

N

∑ , i
A A

i = IA
i=1

N

∑⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

（3.9b）
 

比如说，如果只对大系统 AB 的子系统 A 感兴趣，就应当在统计

平均意义上预先等权地计入 B 处在所有可能态时，B 对 A 的影响。

办法是对大系统态密度矩阵  ρAB 实行对 B 所有可能态的量子态平

均——对 B 实行部分求迹，得到只与 A 算符和态矢有关的、统计

平均描述 A 的约化密度矩阵  ρA 。这里值得指出，其实 B 的完备性

条件常常是相对的，对 B 部分求迹时，只需要考虑由问题条件可

能制约的 B 的一部分子空间，不必动辄对 B 全部态空间  �� B求迹。 

   
Σ i , (i = 0, 1, ,2,, 15)⎡⎣ ⎤⎦ = I , σ x

A , σ y
A , σ z

A , σ x
B , σ y

B , σ z
B , σ x

Aσ x
B , σ x

Aσ y
B ,, σ z

Aσ z
B{ }
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   2，两体纯态的 Schmidt 分解( Schmidt decomposition) 
         i，可以证明：“两体系统的任一纯态

ABψ 总可以表示成

如下 Schmidt 分解的形式：  

  
ψ

AB
= pi i

A
′i

B
i
∑ , A i j

A
= δ ij , B ′i ′j

B
= δ ij , pi

i
∑ = 1    (3.10) 

这里 ip 约定取正根。 { }Ai 和 { }Bi′ 分别是  �� A和  �� B中两组可能与态

ABψ 有关的特殊正交基。”  

证明：设 { }Ai 和 { }Bµ 分别是  �� A和  �� B的正交归一基，系统一般纯

态可以表示为  

   
ψ

AB
= α iµ i

A
µ

B
iµ
∑ ≡ i

A
i

B
i
∑ , i

B
≡ α iµ µ

B
µ
∑  

注意，这里
  
i

B{ }既不一定是正交的，也不一定是归一的。  

  原则上，对于子系统 A的任意态 Aρ ，总可以选到这样一组 A的

正交基 { }Ai ，使得 Aρ 在这组基中是对角的（总可以对给定的 Aρ 求

对角化来找到），即总可以将任给的 Aρ 取作它的谱表示，  

A i AA
i
p i iρ =∑  

另一方面，用上面给定的任意态
ABψ 对子系统 B部分求迹也得到一

个 Aρ ，即  

  
ρA ≡ trB ψ

AB AB
ψ( ) = trB i

A A
j ⊗ i

B B
j

ij
∑⎧⎨

⎩

⎫
⎬
⎭
= B

j i
B

i
A A

j{ }
ij
∑  

上式的最后一步等号，设 { }Bk 是 B的正交归一基，即得  

  
trB
i

BB
j( ) = B k i

BB
j k

B
k
∑ = B

j k
BB

k i
B
=B
j i

B
k
∑  

假定
ABψ 开始展开式中的 { }Ai 就是

ABψ 的约化密度矩阵 Aρ 的本征

矢量，于是得到同一个 Aρ 的两个表达式，相比较即得  
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  B
j i

B
= piδ ij  

可知
  
i

B{ }也相互正交。将它们归一，即令  

   
′i

B
= 1

pi

i
B
 

最后就得到  

iAB A B
i

p i iψ ′=∑  

这就是两体量子系统任一纯态
ABψ 的 Schmidt 分解。由证明可知，

所采用的基一般依赖于态
ABψ 。就是说，一般不能用这两组正交归

一基 { }Ai 、 { }Bi′ 同时又去对另一纯态
ABϕ 作 Schmidt 分解。  

ii，如只对 ABρ 中的 A或 B粒子单独取迹所得到的矩阵  
称为约化密度矩阵。这时有                

( )

( )

( )

( )

B
A r iAB AB A A

i

A
B r iAB AB B B

i

t p i i

t p i i

ρ ψ ψ

ρ ψ ψ

= =

′ ′= =

∑
∑

             (3.11) 

         iii，注意 Schmidt 分解只限于两体系统，而 A 和 B 不必为

双态系统，也不要求 A 和 B 的态空间维数相同。由 Schmidt 分解表

达式对子系统部分求迹运算可以看到：任意两个量子体系纠缠成为

一个两体纯态，其结果必定使 Aρ 与 Bρ 的非零本征值相同，但与此

同时，却未曾要求  �� A 和  �� B维数相同，因此 Aρ 与 Bρ 零本征值个数可

以不同。  
        iv, Schmidt 分解步骤：将任给纯态

ABψ 作并矢，部分取迹，

求得两个约化密度矩阵 Aρ 、 Bρ ，将它们对角化，找到两组正交归

一基 { }Ai 、 { }Bi′ 以及本征值 ip ，代入表达式就得到分解式。   

        v, 应当指出，【6】中指明 ip 必须取非负值。其实这只是

一种约定。但却是一种并非必要的约定。实际上也可能因为采用了

已有的基矢而出现负号。一个计算例证讨论见本讲习题[3.10]。  
§3.2，两体系统量子纠缠，定义与分析  
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    1，两体系统量子纠缠与 von Neumann 熵  
量子纠缠只有对多体量子态才有意义。下面记 m 个量子体系

为 A,B,C,D,...,M, 它们分属于可能处于不同地方的观测者 Alice, Bob, 
Claire, Daniel, ... , Mary 分别持有。每个量子体系又可以包含一个或

多个光子，电子等等。为研究方便，假定每个量子体系 Hilbert 空

间维数有限，但不一定相同。本章主要研究两体量子体系。  
两体纠缠纯态的判断。一种普遍提法是：当且仅当它的 Schmidt

数大于 1 时，是个纠缠纯态。对于两体混态判断是：按混态纠缠态

定义，当且仅当不能表示为（3.3）式混态可分离形式时，是混态纠

缠态。  
为了量度纠缠的程度，引入纠缠度概念。由于考察角度不同，

纠缠度的定义有好几种。分别有不同的用途，也不完全相互吻合。

但是，作为量子纠缠程度的定量描述，不论如何定义，都应当满足

一些共同的准则。它们是：  
     i) 可分离态的纠缠度应为零。  

ii) 对任一组份粒子进行的任何局域么正变换（LU）不应

改变纠缠度；这就是说，LU 等价的态应有相同的纠缠度。  
iii) 在各参加方的各自局域操作以及他们彼此间的经典

通讯，以便交换信息调整各自操作这一大类操作（LOCC）之下，

表征整个系统量子特性的纠缠度不应增加。比如，在 LOCC 操作下，

4 个 Bell 基显然可以彼此转换，因此它们纠缠度应当相等。  
iv) 直积态纠缠度应当是可加的。按理说，不论纯态和混

态的所有纠缠度定义都应当一律遵守这条，但事实是对有些纠缠度

定义，尚未能够证明满足这个张量积可加条件，甚至已经弄清楚了，

可提纯纠缠度（由于存在束缚态）对于某些混态并不遵守这一条件。 
    von Neumann 概念详见【15】第 13 章，下面只预先简单介绍。 
    【定义】任何密度矩阵 ρ的 von Neumann 熵为： 

 S ρ( ) = −tr ρ log ρ( )                   (3.12) 

物理上，一个量子态的 von Neumann 熵是对这个量子态缺少了解、

认识不完备的一种度量，但却没有说明这种认识不完备性的来源。 
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    选取使密度矩阵 ρ对角化的正交基
 

x{ }，求得其谱表示，有  

  
ρ = λx

x
∑ x x → f ρ( ) = f λx( )

x
∑ x x  

∴             
  
S ρ( ) = − λx logλx = H X( )

x
∑               (3.13) 

这里，系综   X = x, λx{ }含义是：力学量取  x 值时的概率是  λx。所以，

将密度矩阵转向谱表示即知，量子系综  ρ = ρx ,px{ }的 von Neumann
熵  S ρ( )，其数值等于对应经典系综   X = x, λx{ }的 Shannon 熵  H X( )。
推导（3.13）式的过程也是最常见的计算 von Neumann 熵的办法。

在转换到量子态的本征表象，或是在完全退相干到相互正交态之

后，情况都将如此。总而言之，在信号字符表是由相互正交归一纯

态组成情况下，量子信息源就退化为经典信息源：所有信号态都能

够理想地可区分开，并且  S ρ( ) = H X( )。 

    例如，最简单的二维混态——Bloch 球心的信息垃圾态
 
ρ = 1

2
I，

von Neumann 熵
 
S 1

2
I⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= 1为最大，并等于经典 Shannon 熵
 
H 1

2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= 1。

为了方便，von Neumann 熵定义中，对数的底数取作 2。   

    再例如，对两个 qubit 的最大纠缠态——4 个 Bell 基，可得  

  
Ep = S ρA( ) = S ρB( ) = S 1

2
I

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − tr
I
2

log
I
2

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

= 1; I = 1 0
0 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

从而 Bell 基的纠缠度也归一化为 1。作为两粒子的统一体系的纯态，

von Neumann 熵  S ρAB( ) = 0；但就 A 或 B 单粒子而言，von Neumann
熵都相同：最大值   S ρA( ) = S ρB( ) = 1。这表明，所有关于这个态的信

息完全蕴含在它们相互关联之中，任一单个粒子的状态都是完全不

确定的、知识都是完全不定的，各自 von Neumann 熵都是最大的。

注意，这里“不确定性”是指人们对该粒子态知识的“缺乏”，不

应当和 Heisenberg 不确定性相混淆。后者关于测量预言和测量极限

的不确定性，即便对纯态也存在。 

    第三个例子，设 
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ρ = 3

4
0 0 + 1

4
0 1 + 1

4
1 0 + 1

4
1 1 = 1

4
3 1
1 1

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
 

可得 ρ 本征值
 
λ1 =

1
2

1 + 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,λ2 =
1
2

1 − 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
，此 ρ的 von Neumann 熵为 

 S ρ( ) = −λ1 logλ1 − λ2 logλ2 = 0.6009 

2, 纠缠度的定义。目前，常用的纠缠度定义有 4 种：  
i) 部分熵纠缠度( the partial entropy of entanglement)。 

【部分熵纠缠度定义】量子态
ABψ 的部分熵纠缠度 ( )p ABE ψ 为： 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )log ;

p AAB

A B B
A A A A AB AB

E S

S tr tr tr

ψ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ψ ψ

⎧ =⎪
⎨

= − = ≡⎪⎩
    （3.14a） 

这是将单体量子态无知程度的度量（部分熵）转换当作两体之间量

子纠缠程度的度量，就是说，将单体制备信息丧失程度作为了两体

之间纠缠程度的一种量度。对于两体混态，部分熵纠缠度 pE 可直接

推广为 von Neumann 相对信息熵 IE 。 IE 等于互信息 ( ):S A B 之半：  

      
  
Ep = EI =

1
2

S A : B( ) = 1
2

S ρA( ) + S ρB( ) − S ρAB( ){ }      （3.14b） 

由【15】第 12 章中 von Neumann 熵的次可加性， IE 肯定为非负的。

但相对信息熵 IE 包含了经典的信息关联，在 LOCC 下可以增加，因

此它也不是对量子纠缠程度的好的度量。 

ii) 相对熵纠缠度( the relative entropy of entanglement)。 

    【相对熵 ( )AB ABS ρ σ 定义】态 ABρ 相对于可分离态 ABσ 的相对熵： 

  ( ) ( ){ }log logAB AB AB AB ABS trρ σ ρ ρ σ= −         （3.15）  

可以证明：（3.15）式对任何两个态总是正的。  
证明：利用对于任意凸性函数  f x( )的广义  Klein 不等式：  

 
tr f b( ) − f a( )( ){ } ≥ tr b − a( ) ′f a( ){ }  

取体系任意两个态  ρ1, ρ2 ，令凸性函数   f ρi( ) = −ρi log ρi , i = 1,2。有  
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−S ρ1 ρ2( ) = tr −ρ1 log ρ1 − log ρ2( ){ } = tr f ρ1( ) − f ρ2( )+ f ρ2( )+ ρ1 log ρ2{ }
≤ tr ρ1 − ρ2( ) − log ρ2 −1( ) − ρ2 − ρ1( ) log ρ2{ } = − tr ρ1 − ρ2( ) = 0

 

所以
 
S ρ σ( ) ≥ 0。 

    【相对熵纠缠度 ( )r ABE ρ 定义】 量子态 ABρ 对于所有可分离态

ABσ 相对熵中的最小值： 

( ) ( )min
AB

r AB AB ABD
E S

σ
ρ ρ σ

∈
=                (3.16) 

这里 D 为所有两体可分离态的集合。如果用 ABσ ∗ 表示能使此处相对

熵取最小值的可分离态，则态 ABρ 相对熵纠缠度计算的关键是找出

这个可分离态 ABσ ∗ 。由相对熵纠缠度的定义可以看出，它常常难于

计算，所以下面叙述两个定理，有助于这些计算。  
iii) 形成纠缠度(entanglement of formation)。 

【形成纠缠度定义】量子态 ABρ 的形成纠缠度 ( )F ABE ρ 是 ABρ 的所

有可能分解中部分熵权重和的极小值： 

( )
{ } ( )

,
min
i i

F AB i p i ABp i
E p E

ψ
ρ ψ= ∑               (3.17) 

其中， { },i i AB
p ψ 是 ABρ 各种分解中的一种 AB i i iAB

i
pρ ψ ψ=∑ ，而

( )p i AB
E ψ 是 i AB

ψ 的部分熵纠缠度。注意，这里 ABρ 分解不一定是相

互正交的，只要求 i AB
ψ 是此两体的归一化纯态。  

iv) 可提纯纠缠度(entanglement of distillation)。 

设 Alice 和 Bob 共享 N 份两体量子态 ABρ ，他们通过 LOCC 能够

获得的 EPR 对个数最多为 ( )k N 。  
   【可提纯纠缠度定义】量子态 ABρ 可提纯纠缠度 ( )ABD ρ ： 

( ) ( )
limAB N

k N
D

N
ρ

→∞
=                  (3.18) 

这里 LOCC 是 Alice 和 Bob 各自所作的局域测量与相互间的经典信

息通讯。如果限制信息传递的方向，则情况和定义有所不同。注意，

有的多粒子纠缠可提纯，有的不可以，见文献【15】§4.2 第 5 点。 
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最后指出，对两体纯态，以上不同纠缠度定义给出的纠缠度都

是相等的，即唯一的。Popescu 和 Rohrlich【3】仿照热力学第二定

律证明得出：对两体纯态，纠缠度只有一种，是唯一的。他们论证

的主要出发点是：在渐近可逆的 LOCC 作用下，纠缠度应该不变。

但对于多体纯态和两体及多体混态，按不同定义算出的数值可能不

等，并且大小的顺序也不固定，甚至难以引入合理的纠缠度定义。 

3，量子纠缠的物理本质和若干误解  
    i）量子纠缠的物理本质  
从 实 验 观 测 角 度 ： 纠 缠 的 本 质 是 关 联 塌 缩 (the non-local 

correlation collapse)；   

从理论分析角度：纠缠等价于关联非定域性；   
从允许内部相对位相差角度：两粒子量子态存在纠缠的充要条

件是：无论以什么方式在两粒子间引入任意相对位相差都将改变这

个量子态。反之，如果在两粒子间引入任意相对位相差而量子态不

改变，此量子态必定是可分离的。此时也就必定能够容纳定域性的

隐变数。但反之不行，因为也有遵守不等式的（能容纳隐变数的）

量子态。  
从量子信息论角度：纠缠的本质是量子关联中的信息。   

ii）量子纠缠概念的若干误解  
“量子纠缠纯粹是一个与表象有关的、如何进行因式化的数学

表述问题”。不是这样。量子纠缠是个纯量子的、物理的概念。一

个多体纠缠态不可能通过任何因式化分析而成为可分离的形式。反

过来，一个多体的可分离态，如果表面上看去似乎是纠缠的，那只

是因为使用了（全部或部分）纠缠态基矢来表达的结果。  
“量子纠缠就是（或体现是）Bell 不等式意义上的空间非定域

性——Bell 非定域性”。这是片面的。因为也有量子纠缠态是遵守

Bell 不等式的。必须知道，任一 Bell-型理论（不等式或等式的形式）

不但难以定量度量两体量子纠缠的程度，甚至也不一定就是显示量

子纠缠、显示量子理论空间非定域性的最恰当的工具！就目前大多

数 Bell 型理论来说，破坏 Bell 型不等式只是显示量子纠缠存在的充

分条件，而不是必要条件。这些将在后面空间非定域性中阐述。 

“单粒子（在其不同自由度之间）也有量子纠缠”。这样理解



 79 

不合适。量子纠缠概念是个多体概念，主要用于量子通讯领域。 

    “从实验观测角度，量子纠缠本质是测量中体现的关联”。这

没有将“关联”说清楚。因为实验上，可分离态也可以有关联，但

这时的关联不具有相干性质，不是量子关联，而是经典关联。详见

以后有关讲的内容以及下面混态可分离态的描述。 

“力学量耦合必定导致量子态纠缠”。虽然常常如此，但并不

总是如此。简单例子是两个电子自旋耦合的 4 个耦合基中就有两个

是可分离态。 

“量子态纠缠总是直接来自相互作用”。不一定。比如 Swapping
过程就表明，可以用间接并遥控的方式产生量子纠缠。  
§3.3，混态及其描述 

1，再谈混态概念  
    由于经常研究众多量子体系的集体行为，也由于宏观观察常有

的局限性，特别是大量重复观测，为了便于描述一类量子体系组成

系综的状态和统计测量结果，不得不经常使用混态概念。混态是量

子体系若干个不一定相互正交纯态 i
AB

ψ 的非相干混合。非相干混

合是指，这些纯态 i
AB

ψ 之间没有固定的位相关联，不存在相干叠

加产生干涉问题。经常将大量多粒子现象折算到单个量子体系上，

说单个量子体系处在某个混态上，并说混态是“稠密的”等等，这

些说法只是归一化的等效提法。比如，太阳热核聚变中大量处于激

发态的原子，它们彼此间并无相干性，发出的太阳光就是非相干光，

如果整体地、宏观地描述这种大量激发原子系综的状态，便需要混

态的概念。再有，电子枪中受热金属发射的热电子，它们自旋状态

也是非极化的混态。但要注意，事实上，自然界中任何单个微观粒

子总是处在纯态上，即便是处在含时叠加纯的态上，或是和别的粒

子纠缠关联着处在某种纯态上。  
多粒子系统的一般混态是前面两粒子情况的简单推广。对混态  

的描述常用两种办法。  
其一，“纯态系综”概念：一个多粒子混态其实是一个量子系综，

是一些不一定相互正交的纯态集合。归一化为单体语言，混态是一
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些不一定相互正交的纯态按某种概率分布的非相干混合：  

            
pi , ψ i

ABM
, i = 1,2,, pi

i
∑ = 1⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

             (3.19) 

注意，混态的系综表述同时也指明了此混态的具体制备方法。此外，

系综表述的最一般情况是一些纯态和混态的非相干混合序列。  
其二，密度矩阵 ABC Mρ L 表述：系统一般状态也常用正定厄米的

密度矩阵来描写。注意，如果知道上面纯态系综表述，容易写出系

统的密度矩阵，但反之则不能。因为不像前者，密度矩阵描写方法

未能指明此混态的具体制备办法。不过，总可以将给定的密度矩阵

用谱表示，   

          
ρABM = pi

i
∑ ψ i

ABM ABM
ψ i , pi = 1

i
∑ , 0 < pi ≤ 1

  
（3.20a）  

  

ψ i

ABM
= Cabm

i ψ a A
⊗ ϕb B

⊗⊗ χm M
abm
∑

MBA ψ j ψ i

ABM
= δ i j

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

     (3.20b) 

                   tr (ρABM ) = 1, tr (ρABM
2 ) < 1             (3.20c) 

表明一种正交态制备办法。但一般情况是   ρABM 可以由一些非正交态

混合而成，这时就不可能由   ρABM 推知原来的制备方法。另外注意，

由于混态密度矩阵至少含有两个线性无关纯态的非相干混合（如果

不能直接由所给表达式看出这点，最好对这个态做 Schmidt 分解，

所得项数必定 2≥ ），所以对混态密度矩阵平方求迹肯定小于 1；而

纯态则是    tr ρABM
2( ) = 1，这也是   ρABM 为纯态的标誌。  

     2，三谈混态概念━━混态起源于纠缠与测量  
系统 A 处于混态的原因有二：其一，与环境（或另一系统）B

相互作用造成的量子纠缠。这时分为两种情况：一是对 B 测量，造

成 A 的关联塌缩，成为混态。另一是，如果只限于局部观察 A，不

考虑（也常常难以精确考虑）B 的影响，常用办法是对 B 部分求迹。

两种情况结果都呈现出：所研究系统 A 的量子态，即使原来是个纯

态，也因为和环境的量子纠缠而经历某种非幺正的演变——退相干

过程（decoherent process），成为一个混态；其二，量子测量的塌缩

【8】。即使原先是一个孤立体系 A 的某个纯态，当实验上对大量同
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类体系的同一纯态进行重复测量时，（除本征态测量之外）将产生

A 的各种可能塌缩，即非相干“选择”（alternative），使得即便由相

同纯态组成的集合，测量后也变成一个混态系综——以一定概率分

布容纳着不同的纯态（注意，这些不同的纯态未见得彼此正交！具

体结果由测量方案——或许是复合型的测量方案所决定。甚至，每

次塌缩后也可能是个混态，如果输入的被测态就是混态的话。）此

外，混态更经常是上面两条（量子纠缠加测量）的综合结果。简言

之，纠缠和测量导致混态。更进一步说，   
         测量 ⎯⎯⎯⎯ →⎯非相干选择 产生相应的纯态系综——混态  
    有时实验装置能够从 A和 B纠缠态 1 1 2 2A B A B

α ψ ϕ β ψ ϕ⊗ + ⊗ 中

分离开 A与 B。比如，实验装置留下 A，让 B出去：谐振腔中原子 A

留下，光场光子 B出去；Stern-Gerlach 装置中，磁场指示装置留下

而入射电子出去； 中子干涉仪的晶体留下而两路中子出去，等等。

这时，留下的 A的情况决定出去的 B的状态。即，  
     ——如果 1 A

ψ 和 2 A
ψ 之间位相差是无规的，或是对 A做了测量

（“选择”） ,  则出去的 B为混态：
2 2

1 1 2 2B B B B B
ρ α ϕ ϕ β ϕ ϕ= + ；  

     ——如果 1 A
ψ 和 2 A

ψ 相同或位相差固定（例如： A为中子干涉

仪而 B是由两路行进的中子；或者，磁场在 Z 轴、入射极化在 X-Y
面内的 Stern-Gerlach 装置， B是由磁场出来的电子）。 则出去的 B
为叠加纯态： 1 2B B B

ϕ α ϕ β ϕ= + 。  

§3.4，混态系综解释的含糊性 

    1，密度矩阵集合的凸性  

注意，一个 N维厄密矩阵共有 ( )2 21 2 2
2

N N N N− + = 个独立变数。

而在半正定厄密矩阵集合中，密度矩阵由于迹为 1，自由度为 2 1N − 。 

    【定义 1】一个矢量空间的子集被说成是凸的，如果连结子集

中任何两点的直线段也包含在这个子集中。 

【定理】在 N 维 Hilbert 空间 �� 中，所有密度矩阵构成 N×N 厄

密半正定矩阵的 2N 维空间中的一个 ( )2 1N − 维凸集。  

证明：设 1 2,ρ ρ 是两个密度矩阵，就是说满足前述三个条件（厄密、
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半正定、迹为 1）。则它们的任意凸性和（表现为 λ是[0，1]中的任

意数） 

( ) ( )1 21ρ λ λρ λ ρ= + −                      

也满足密度矩阵三个条件。其实只须证明对任意态满足半正定就够

了。事实确实如此，因为 

( ) ( )1 21 0ψ ρ λ ψ λ ψ ρ ψ λ ψ ρ ψ= + − ≥  

证毕。 

【定义 2】在凸集中不能表达为其它元素的线性组合的元素称

为凸集的端点（极点）。 

【定理】不可能将一个纯态密度矩阵表示为另两个密度矩阵的

凸性和。就是说，纯态密度矩阵必是密度矩阵集合的端点。 

证明：用反证法。假设 ( )1 21ρ ψ ψ λρ λ ρ= = + − ，记与 ψ 态正交的

任一态矢为 ψ ⊥ ，即 0ψ ψ ⊥ = 。于是有 

( )1 20 1ψ ρ ψ λ ψ ρ ψ λ ψ ρ ψ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = + −  

由于右边两项都是非负的，总和为零必要求它俩分别为零。如设

0, 1λ ≠ ，则要求 1 2,ρ ρ 均垂直于 ψ ⊥ 。但 ψ ⊥ 为垂直于 ψ 的任意态矢，

即， 1 2,ρ ρ 垂直于和 ψ 垂直的任意态矢，就是说 1 2ρ ρ ρ= = 。  证毕。 

但反之不一定：不能说只有纯态是密度矩阵的端点。事实上，

当   N ≥ 3时，端点已不一定是纯态。因为   N ≥ 3时，不等于零的本征

值的个数可能超过 1，从而是个混态。虽然混态必定是一些纯态的

凸性和(混态密度矩阵写成谱表示为 i
i
p i iρ =∑ ，这里求和项数不

会少于两项)，但却可能是一个更高维凸集的端点——假如此处的

混态已经有了零本征值的话。因为密度矩阵凸集的边界是由这样一

些矩阵组成的，它们至少具有一个零本征值——于是它的附近将有

负本征值的矩阵——超出密度矩阵凸集合的元素存在。简单些说，

端点处的混态是这一类混态，它们的某一个或几个本征值开始要变

成负值了。 

其实，在 Bloch 球情况里已经碰到这种结构了。双态系统所有
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的纯态和混态密度矩阵集合是 2×2 厄密非负单位迹的矩阵的一个

三维集合，这个集合构成一个单位球。球是凸性的，它的端点是球

面上的点——对应一个纯态，而球内每点对应一个混态。  
    2，三谈混态概念  
    下面从系综制备观点分析混态概念和密度矩阵描述的含糊性。 

虽然任何经典的概率分布总可以唯一的分解为一些极端分部的

凸性和；然而量子理论中，对任一混态 ρ ，虽然只有一种正交分解,

但非正交纯态 iρ 的凸性组合却有无穷多种。如果将混态按“纯态系

综”解释，那么这类解释（和制备）将是含糊的、远不是唯一的【6】。
就是说，虽然纯态的制备方法是唯一的、确定的，但混态的非正交

分解与制备方法不是唯一的。不过，制备出的这些 Aρ （仅就 A 中所

做的）对任何观察的测量结果将完全相同。 

从纯态系综来看一个给定的混态，混态的密度矩阵就是将这些

纯态密度矩阵按给定的概率分布非相干相加。正是在这种概率相加

合并过程中，丧失了如何组成和制备这个混态的信息，含糊性也就

由此产生！所以，每个混态密度矩阵其实都是代表了如此一类纯态

系综，这类系综在统计行为上完全相同，因而是统计地不可区分的。

甚至，由于量子测量塌缩的相干分解和随机性，一般说也难于由各

个系综里单个态测量来区分这些不同的系综。 

总之，将混态概念用到单个微观粒子上的提法仅仅是就归一化

意义上说的。混态概念纯粹属于系综的概念，不属于单个微观粒子

的，正如同温度概念属于平衡态统计系综的，并不属于单个空气分

子一样。但是，由于混态在实验制备解释上的含糊和多义，它甚至

还不及平衡态统计系综的温度概念。 

其实，混态概念和密度矩阵都是不细致的，丢掉了许多量子信

息的描述方法。它们是两个非但不全面，甚至有含糊性的描述。但

是，真正物理的东西不应当是含糊的，公说公有理婆说婆有理，不

唯一的。再说，观察任何单个微观体系，都是处在纯态上！甚至可

以处在含时叠加纯态或是和别的粒子纠缠纯态上！决无可能观察到

任何单个微观粒子处在某个（容许插入内部相因子而不改变的）混

态上！即使单次测量随机塌缩中，被测纯态也总是塌缩向其某个分

支纯态！这两点使我们可以说：混态概念和密度矩阵方法仅仅是描
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述大量同类测量结果的人造事物，用于计算统计效果的数学工具，

是关于无穷多同类纯态序列在统计行为上的等效概括。Gleason 定理

则表明了这个使全部测量数据逻辑自洽的数学工具是存在的。 

§3.5，两体量子系统纠缠度计算 

    1，两体相对熵计算的定理 1 及应用【13】  
相对熵纠缠度在量子信息领域起着很重要的作用，对于两体纯

态，它等于部分熵纠缠度、形成纠缠度、可提纯纠缠度等；对于两

体混态，它是可提纯纠缠度的上限，但它的计算却比较困难。现在，

这里推广了只针对纯态情况的 Vedral—Plenio 定理【11】 ——相对

熵纠缠度就等于部分熵纠缠度。下面叙述对该定理的推广，从而能

够求出一大类两体量子态相对熵纠缠度的数值。 

【相对熵计算定理 1】  【12、13】 

“对可以表示为
  
ρAB = α n1n2

ϕ n1
ψ n1 ABBA

ϕ n2
ψ n2

n1n2

∑ 形式的两体量子

态，其相对熵纠缠度由下式给出  

( ) ( )lnr AB nn nn AB
n

E Sρ α α ρ= − −∑             (3.21a) 

而且使 rE 取最小值的可分离态为  

AB nn n n n nAB
n

σ α ϕ ψ ϕ ψ∗ =∑               (3.21b) 

其 中 { } { }n nA B
ϕ ψ 为 A 和 B 体 系 的 一 组 正 交 归 一 基 。

( ) { }logAB AB ABS trρ ρ ρ= − 是 ABρ 的 von Neumann 熵。” 
【定理 1 证明】既然有了 ABσ ∗ 的一个猜测，现在需要证明它是使

( )r ABE ρ 取最小值的可分离态。证明分为两部分。  
【第一部分】对任意可分离态  σ AB ，可证有（ 0 1x< ≤ ）  

  

∂
∂x

S ρAB 1 − x( )σ AB
∗ + xσ AB( )

x=0

≥ 0  

【证明】
 为简明令   1 − x( )σ AB

∗ + xσ AB ≡ A x( ) ,于是
 

  
logA x( ) =

t
t 2 + 1

− 1
A x( )+ t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0

∞

∫ dt  
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于是  

  

∂
∂x

S ρAB 1 − x( )σ AB
∗ + xσ AB( ) ≡ ∂

∂x
S ρAB A x( )( )

= ∂
∂x

tr ρAB log ρAB − ρAB log A x( ){ }

= − tr ρAB

∂
∂x

t
t 2 + 1

− 1
A x( )+ t

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

0

∞

∫ dt
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

= tr ρAB

∂
∂x

1
A x( )+ t

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟0

∞

∫ dt
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

 

利用逆算符求导公式  

 
Ω x( )−1

= Ω x( )−1
Ω x( )Ω x( )−1

⇒
dΩ x( )−1

dx
= −Ω x( )−1 dΩ x( )

dx
Ω x( )−1  

  

∂
∂x

S ρAB A x( )( )
x=0

= − tr ρAB

1
A x( )+ t

∂A x( )
∂x

1
A x( )+ t

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟0

∞

∫ dt
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪ x=0

 

          

  
= − tr ρAB

1
σ AB

∗ + t
σ AB −σ AB

∗( ) 1
σ AB

∗ + t
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟0

∞

∫ dt
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪ x=0

 

小括号中 ABσ ∗
和分母对易， t 积分可以积出，结果为 1。得  

  

∂
∂x

S ρAB A x( )( )
x=0

= 1 − tr σ AB
∗ + t( )−1

ρAB σ AB
∗ + t( )−1

σ AB{ }0

∞

∫ dt  

注意
 
σ AB

∗ = α nn ϕ nψ n AB AB
ϕ nψ n

n
∑ 为投影算符对应相乘求和，不难得到  

  
σ AB

∗ + t( )−1
ρAB σ AB

∗ + t( )−1
= α nn + t( )−1

α n ′n
n ′n
∑ α ′n ′n + t( )−1

ϕ nψ n ϕ ′nψ ′n  

令   
g n, ′n( ) ≡ α n ′n dt

0

∞

∫ α nn + t( )−1
α ′n ′n + t( )−1

, g n, n( ) = 1, g n, ′n( ) ≤ 1 ,继续上述

计算。暂且令可分离态  σ AB 为最简单情况，  

   
σ AB = α

A A
α ⊗ β

B B
β , α

A
= an ϕ n A

n
∑ , β

B
= b ′n ψ ′n B

′n
∑ , 
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得  

  

∂
∂x

S ρAB A x( )( )
x=0

−1 = − g n1, n2( )
n1n2

∑ an2
bn2

an1

∗ bn1

∗  

可以估值， 

  

∂
∂x

S ρAB A x( )( )
x=0

−1 ≤ g n1, n2( )
n1n2

∑ ⋅ an2
bn2

an1

∗ bn1

∗

≤ an

2

n
∑ ⋅ bm

2

m
∑ = 1

 

由此即得 

  

∂
∂x

S ρAB 1 − x( )σ AB
∗ + x αβ αβ( )

x=0

≥ 0 

对于一般分离态 

 
σ AB = ri α

iβ i

AB
i
∑ AB

α iβ i ∈D
 

由上面导数公式所表明的导数与  σ AB 呈线性关系，即得  

  

∂
∂x

S ρAB 1 − x( )σ AB
∗ + xσ AB( )

x=0

= ri
i
∑ ∂

∂x
S ρAB 1 − x( )σ AB

∗ + x αβ αβ( )
x=0

≥ 0
 

   【第二部分】接着证明：由这个导数不等式，再根据下面证明

的相对熵是凹性（平均值的函数不大于函数的平均值）的结论，上

面 ABσ ∗ 对应的是最小点。定理即得证明。  
    【证明】对任意两个两体态  σ 1,σ 2 ,有  

 

由对数函数的凸性（平均值的函数不小于函数的平均值），继续有 

  

≤ tr ρ log ρ − 1 − x( )ρ logσ 1 − xρ logσ 2{ }
= tr 1 − x( )ρ log ρ + xρ log ρ − 1 − x( )ρ logσ 1 − xρ logσ 2{ }
= 1 − x( )S ρ σ 1( ) + xS ρ σ 2( )

 

这表明，对任意两个两体态  σ 1,σ 2 ，相对熵是凹性的，

   
0 ≤ S ρ 1 − x( )σ 1 + xσ 2( ) ≤ 1 − x( )S ρ σ 1( ) + xS ρ σ 2( )  

  
S ρ 1 − x( )σ 1 + xσ 2( ) = tr ρ log ρ − ρ log 1 − x( )σ 1 + xσ 2

⎡⎣ ⎤⎦{ }
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令   σ 1 = σ AB
∗ , σ 2 = σ AB ,有 

  
0 ≤ S ρ 1 − x( )σ AB

∗ + xσ AB( ) ≤ 1 − x( )S ρ σ AB
∗( ) + xS ρ σ AB( )  

最后证明定理成立，即，对任意 AB Dσ ∈ ，总有  

( ) ( )AB AB AB ABS Sρ σ ρ σ ∗≥  

【证明】按上面已证的相对熵是凹性的结论，有  

  
S ρAB 1 − x( )σ AB

∗ + xσ AB( ) ≤ 1 − x( )S ρAB σ AB
∗( ) + xS ρAB σ AB( )  

这意味着（ 0 1x< ≤ ）  

  

S ρAB 1 − x( )σ AB
∗ + xσ AB( ) − S ρAB σ AB

∗( )
x

≤ S ρAB σ AB( ) − S ρAB σ AB
∗( )  

当 0x→ 时，前面已经证明：对任意可分离态 AB Dσ ∈ 和给定的这一类  

ABσ ∗
，左边导数总大于零。这说明  

                 
 
S ρAB σ AB

∗( ) ≤ S ρAB σ AB( )   

定理 1 证毕。  

   【定理特例】  如果 ABρ 是纯态，则有
1 2 1 2n n n np pα = ，此处定理即

简化为针对纯态的 Vedral-Plenio 定理。  
定理 1 将 Vedral-Plenio 定理推广到更一般情况之后，可以用来

计算一大类两体量子态的相对熵。本节所得的结论对于计算形如  

1 2 1 1 2 2
1 2

AB n n n n n n
n n
aρ ϕ ψ ϕ ψ=∑            （3.22）  

量子态的相对熵纠缠度是非常有用的。比如，对最简单的双 qubit
体系的量子态  

( )00 00 1 11 11 00 11 11 00AB x xρ α α∗= + − + +  

其相对熵纠缠度可由定理直接给出为  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )log 1 log 1 log 1 log 1r ABE x x x xρ λ λ λ λ= − − − − + + − −  

其中  
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( ) 21 1 1 4 1
2

x xλ α⎧ ⎫⎡ ⎤= + − − −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭
 

    2，两体相对熵计算的定理 2 及应用【12、13】  
【定理 2】“体系 A、B、C 处于三体纯态

ABCΨ ，假如这里总共  
三个两体密度矩阵 , ,AB AC BCρ ρ ρ 中至少有两个是可分离态，则有等式  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,A r B r C rS E B C S E A C S E A Bρ ρ ρ+ = + = + ”  （3.23） 
证明：不失一般性，设 ,AB BCρ ρ 为可分离态。其中 BCρ 可写为  

1

M
B B C C

BC i i i i i
i
pρ ψ ψ ϕ ϕ

=

= ⊗∑  

其中，
   
ε = pi , ψ i

Bϕ i
C , i = 1,2,M{ }是实现 BCρ 所需成员态最少的一个  

系综。  

首先证明这里 BCρ 中的态 C
iϕ 总可以取成是相互正交的。  

Alice 附加一个附加体系 A1，并对此扩大了的体系做一幺正  
变换，使 Alice 总体系的量子态由

10ABC AΨ ⊗ 变成  

   
Ψ

ABC
= pi i Aψ i

Bϕ i
C

i=1

M

∑  

其中 Ai 是 Alice 扩大了的体系 (A+A1)的一组正交归一基矢，

Hughston-Joza-Wootters 的定理【14】保证这总是可实现的。  
既然局域的幺正变换不改变纠缠度，Alice 和 Bob 总体系所处的

量子态  

   

ρAB = tr C( ) Ψ
ABC

Ψ( )
= pi p j ϕ j

C ϕ i
C ⋅ i A j A ⊗ ψ i

B ψ j
B

i , j=1

M

∑
 

仍是可分离态，于是   ρAB 可写为  

  
ρAB = pk ⋅ ρk

A ⊗ ρk
B

k
∑  

设 AP 为 Alice 扩大了的体系的 Hilbert 空间的一个投影算子，很

显然量子态  

  ρP = PA ⊗ IB( ) ρAB PA ⊗ IB( )  
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仍是一个可分离态(除了一个归一化因子)。  

A A A A
AP m m n n= + ，  

可得  

A A B B A A B B
P m m m n n n

C C A A B B
m n m n n m

C C A A B B
m n n m m n

p m m p n n

p p n m

p p m n

ρ ψ ψ ψ ψ

ϕ ϕ ψ ψ

ϕ ϕ ψ ψ

= ⊗ + ⊗ +

+ ⋅ ⊗

+ ⋅ ⊗

 

记 1n m mψ α ψ β ψ= + ，其中 ( )1 m n m n mβ ψ ψ ψ ψ ψ= − ⋅ 与 mψ 正交。

我们选取 1,m mψ ψ 做为体系 B 的基矢，把 Pρ 部分转置得  

( ) 2

2

0 0
0 0 0

0 0

B

m

T
P

n n

n n

p K
K

K K p p

p p

α
β

ρ
α β α αβ

α β β

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

 

其中 C C
n m n mK p p ϕ ϕ= 。因为 Pρ 可分离，所以 ( ) BT

Pρ 正定，这要求有  

0C C
n mϕ ϕ =  

或者 0β = 。这就是说，对任意 i j≠ ，有  

C C
j iϕ ϕ⊥  

或者  

B B
j iψ ψ=  

如果 B B
j iψ ψ≠ ，那么 C C

j iϕ ϕ⊥ 。如果 B B B
j i kψ ψ ψ= ≠ ，则总有  

C C C C C C C C
i i i j j j i i i j j jp p p pϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′+ = +  

其中 i j i jp p p p′ ′+ = + ，且 C C
i jϕ ϕ′ ′⊥ 。既然量子态 C

jϕ′ 和 C
iϕ′ 都是 C

jϕ 和
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C
iϕ 的线性叠加，于是 C

jϕ′ 和 C
iϕ′ 也与 B

kψ 正交。这就是说， BCρ 可

以重新写为  

1

M
B B C C

BC i i i i i
i
pρ ψ ψ ϕ ϕ

=

′ ′ ′= ⊗∑  

其中 C
iϕ′ 为体系 C 的一组正交归一基矢。于是我们就证明了，前面

BCρ 写为可分离形式时，其中的态 C
iϕ 总是可以取成相互正交的。  

Alice 通过附加体系和局域的幺正变换可以将态
ABCΨ 变成  

   
Ψ

ABC
= ′pi i Aψ i

BiC

i=1

M

∑  

这里 1i
i
p′ =∑ ，且 Ai 和 C C

ii ϕ′≡ 分别是体系 A 和 C 的一组正交归一

态矢，而 B
iψ 为体系 B 的一组归一态矢，但不一定相互正交。  

这时，Alice 和 Claire 总体系的量子态为  

   

′ρAC = tr B( ) Ψ
ABC

Ψ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ′pi ′p j ψ j
B ψ i

B ⋅ i AiC j A jC

i , j
∑

 

考虑到局域的幺正变换不改变相对熵纠缠度和 von Neumann 熵，由

定理 1，可得  

  

Er A,C( ) = Er ρAC( ) = Er ′ρAC( )
= − ′pi log ′pi

i
∑ − S ρAC( ) = H ′pi{ }( ) − S ρB( )  

其中 { }( ) 2logi i i
i

H p p p′ ′ ′= −∑ 。因为 ABρ 和 BCρ 都是可分离态，所以  

( ) ( ), , 0r rE A B E B C= =  

同时有  
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) { }( )

2log

C A A
A AC i

i

A C C
C AC i

i

A A i i i
i

A C i

tr p i i

tr p i i

S S p p H p

S S H p

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

′ ′ ′= = ⋅

′ ′ ′= = ⋅

′ ′ ′ ′= = − ≡

′= =

∑

∑
∑

 

这样就得到  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }( ), , ,A r B r C r iS E B C S E A C S E A B H pρ ρ ρ ′+ = + = + =  

这就证明了定理 2。  
由定理 2 可直接得如下推论：  
【推论】如果两体量子态 ABρ 可以被纯化为三体纯态 ABCΨ  

{ ABρ 可以被纯化为三体纯态 ABCΨ 含意是 ( ) ( )C
AB ABC ABCtrρ = Ψ Ψ }，而

约化的两体密度矩阵 ACρ 和 BCρ 是可分离态，则 ABρ 的相对熵纠缠度

由下式给出  
        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r AB A C B CE S S S Sρ ρ ρ ρ ρ= − = −         （3.24） 

其中 αβρ 为两体系 α 和 ( ), , , ,A B Cβ α β α α= ≠ 的约化密度矩阵，而

αρ 为体系α 的约化密度矩阵。很显然这时有 ( ) ( )A BS Sρ ρ= 。  

例如，两体量子态 { }1 2 01 01 10 10 01 10 10 01
3ABρ = + + +

, 
可以

被纯化为三体纯态  

{ }1 100 011 010
3ABCΨ = + +  

而 ACρ 和 BCρ 是可分离态，由上述结论即得  

( ) ( ) ( ) 2 1 5
3 2 6r AB A CE S S H Hρ ρ ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

这里 ( ) ( ) ( )ln 1 ln 1H p p p p p= − − − − ，是 Shannon 熵。  

    3, 两体连续变量量子态纠缠度的计算方法【20、15】  
关于连续变量纠缠度计算问题，Parker 等人【16】在这方面迈

出了重要的一步，他们利用积分本征值方程方法给出了针对两体情

况的纠缠度计算公式。但在一般情况下，对该积分方程只能用数值
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方法去求得其本征值数列，而给出其函数解族的计算更为繁重。所

以实际操作计算不但繁重，而且还难于给出约化密度算符。下面介

绍在此工作基础上我们发展的，Fock 空间中高斯纠缠纯态纠缠度

的解析计算公式。这一方法的优点是操作十分方便，即便不知道约

化密度算符的本征值，利用公式也可以非常容易直接求出结果。  
设 1 2Z z z= ⊗ 为双模相干态，则对任意 Boson 算符Ω已知有如

下对角表示公式  

( ) ( )1

1 2 1 2

2

1
1 2 0

2

: exp , , :
z

z z z z
z

a
a a Z Z

a

∗

∗

+ +
= =

⎧ ⎫∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟Ω = + ∂ ∂ Ω⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
  （3.25）  

这里   : :表示正规乘积符号。由此可将任意两体密度算符表示为 

( ) ( )1

1 2 1 2

2

1
12 1 2 12 0

2

: exp , , :
z

z z z z
z

a
a a Z Z

a
ρ ρ

∗

∗

+ +
= =

⎧ ⎫∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟= + ∂ ∂⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
  （3.26） 

为求得约化密度算符 ( )2
1 12trρ ρ= ，对上式求部分迹并插入相干态完

备性条件，得  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 2

2

1 2

1 21 2 1 2

2
2 2 12

1 12 2 2 1 2
2

12 0

2
2 2

1 1 2 2 12 0

: exp , , :

: exp : exp

z
z z

z

z z

z zz z z z

ad ztr tr z z a a
a

Z Z

d ztr a a z z Z Z

ρ ρ
π

ρ

ρ
π

∗

∗

∗ ∗

+ +

= =

+
= =

⎧ ⎫∂⎛ ⎞′ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟′ ′= = + ∂ ∂ ×⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
×

′
′ ′= ∂ + ∂ × ∂ + ∂

∫

∫

（3.27）  
此式是任意两体连续变量纠缠纯态的部分求迹的一般公式。因此

对于给定的任意两体连续变量纠缠纯态，可以方便地由此式求得

该体系的约化密度算符。 

作为一个例算，下面对任意两体 Gauss 纠缠纯态作具体计算。

任意两体 Gauss 纠缠纯态的一般形式为 

( ) ( ) ( )1 2 2
12 0 1 1 1 2 2 2 1 1 12

1 2 2

1: exp , , 2 , :
2

a a a
A a a M a a M a a M

a a a
ρ

+ + +
+ + +

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

（3.28） 

其中 1 2,M M 为厄密矩阵； 12M 为对称矩阵 12

0
0
e

M
e∗

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，矩阵元 e是
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任意复数。由于指数上含 ,a a+ 一次的线性项对纠缠度没有贡献，

所以在此处 12ρ 表达式中没有考虑它们。可以算出它在相干态中的

对角矩阵元为 

( ) ( ) ( )1 2 2
12 0 1 1 1 2 2 2 1 1 12

1 2 2

1: exp , , 2 , :
2

z z z
Z Z A z z M z z M z z M

z z z
ρ

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

（3.29） 

利用 Gaussian 积分公式 

( ) ( ) ( )
2

11 1 1exp , , exp ,
2 2det

uz zd z z z Q u v u v Q
vz z Qπ

∗ ∗
∗ −⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎩ ⎭⎩ ⎭

∫  

（3.39） 

这里，对称矩阵   Q = Q 为非奇异的， u和 v是任意复数。将（3.25）代

入（3.27）式后进行积分，即得 

   

ρ1 =
A0

−det M2

: exp
1
2

a1
+ , a1( ) M1 − M12M2

−1 M12( ) a1
+

a1

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

⎡

⎣

⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
:  （3.31）  

按量子变换理论【17】，容易脱去此式正规乘积符号，遂成为 

( ) 1
1 0 1 1

2 1

1exp ,
det 2 B

acA a a N
M a

ρ
+

+
⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= Σ⎨ ⎬⎜ ⎟− ⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

       （3.32） 

这里， 

   

M1 − M12M2
−1 M12( )ΣB

−1 ≡ c−1 −1 c−1d
c−1b 1 − c−1

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

M ≡ a d
b c

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, N ≡ ln M , ΣB ≡ 0 1
−1 0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

 

其中 N为所谓“负厄密矩阵”，它满足在负厄密操作下不变，即有 

N N− = 。负厄密操作是，对于任意偶阶 2 2n n× 复矩阵 M
α δ
β γ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

, , ,α β γ δ 为四个任意复 n维方阵，负厄密操作定义如下 

M
α β
δ γ

+ +
−

+ +

⎛ ⎞−
≡ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

                （3.33） 

最后即得 von Neumann 熵，也即此两体的部分熵纠缠度为  
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S ρ( ) = − 1

2
ln det e−N −1( ) + tr N

1 − eN

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

         （3.34）  

从此式可知，对于两体情况，利用已有的配分函数公式，可以非常

容易地、并且在不知道密度算符本征值的情况下，直接求出混态的

纠缠度。对于多模 Gauss 混态情况，其约化密度算符是（3.31）式

的直接推广，因此多模 Gauss 混态 von Neumann 熵计算公式和（3.34）
式相同。详见【15】§13.2。  
 

练习题 

[3.1] 证明：4 维态矢空间中的 EPR 态  

( ) ( )1 10 1 1 0 01 10
2 2A B A B AB ABAB

ψ − = − = −  

不可能写成 AB 两体态的直积形式，即，它是不可分离的。 

[3.2] 证明：所谓 robuster 态 ( )1 100 010 001
3ABC ABC ABC ABCW = + +  

（也见（4.3）式）其实是用三个 21 自旋粒子构造出的自旋角动量

为 23 的态 , 3 2, 1 2SS m = − 。另外几个是  

( )3 2,3 2 111 , 3 2,1 2 1 3 011 101 110 , 3 2, 3 2 000= = + + − =  

[3.3] 给定完全非极化态 ( )1 0 0 1 1 ,
2

ρ = +  按照算符 ,
A B Cn n nσ σ σv v v和 执

行一系列过滤操作。计算下列结果的概率：  

i, 测量
An

σ v 并得到+1，接着测
Bn

σ v 得到+1，再测
Cn

σ v 得到+1。  

ii, 测量
An

σ v 并得到+1，接着测
Bn

σ v 得到+1 或-1，再测
Cn

σ v 得到+1。 

iii, 测量
An

σ v 并得到+1，接着测
Cn

σ v 得到+1。  

[3.4] 考虑下述粒子数 N >>1 的五个量子系综：  

 i， 1S 由在态 0 和 1 中随机分布的粒子所组成；  

 ii， 2S 由态 ( )1 0 1
2

+ 和 ( )1 0 1
2

− 中随机分布粒子所组成；  
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 iii， 3S 由态 ( )1 0 1
2

i− 和 ( )1 0 1
2

i+ 中随机分布粒子所组成； 

             iv， 4S 由在态 ( ) ( )sin 0 cos 12 2
ie ϕθ θ+ 的粒子所组成，这里 θ  

        和ϕ是两个常数分布的随机变数；  

              v， 5S 由在态 ( ) ( )sin 0 cos 12 2
θ θ+ 的粒子所组成，这里 θ 是

一个常数分布的随机变数；  

      试问：有可能去设计一些测量来区分粒子是哪组的吗？  

[3.5] 考虑一个初始处在 0 态上的粒子。执行 N次关于算符   σ k ≡
nk ⋅

σ  

的过滤测量，这里
   
nk = sin kπ

2N( ) , 0,cos kπ
2N( )⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

k = 1,2,, N( )。计算  

部测量结果都是+1 的概率。当 N →∞时出现甚麽？  

[3.6] Ramsey 谱学中一个有兴趣的问题是测量如下 Hamiltonian中的

频率 Δ，
2 zH σΔ= − 。为此，制备一个两能级系统在 ( )1 0 1

2
+ 态上，

并让它按这个 H演化一个固定的时间 T。在 T之后测量算符 xσ ，  

i, 计算得到+1 的概率；  

ii，如果重复 N次实验，计算得到 n次为+1 的概率；  

       iii，计算得到+1 结果的平均次数，以及它的方均差；  

iv，  证明 Δ的测量误差是
1

T N
δΔ = ；  

[3.7] 考虑上面问题有退相干情况。即，假定在 T期间，退相干将密  

度算符非对角项 0 1、 1 0 衰减一个因子 Te γ− 。计算 Δ的测量误差。 

[3.8] 考虑 n个两能级系统，它们每一个都由 Hamiltonian 
2 zH σΔ= −

 

所描述并执行如下 Ramsey 类型的实验 N次：制备高纠缠态  

{ }1 00 00 11 11 ,
2

ψ = +L L  
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让它演化 T时间，接着执行态 ψ ± 的测量，  

{ }1 00 00 11 11
2

ψ ± = ±L L  

如果执行 N次这样的测量，计算 Δ的测量误差。将这里的结果和  

上面 Ramsey 谱学的标准测量办法相比较。  

[3.9] 将纠缠态 ( )1 21 1 2 2AB A B A Bψ β β′ ′= + 与对应的混态可分离

态（3.3）式，代入 ( )AB ABtr ρ Ω 计算，比较在不同项之间有无交叉项。 

[3.10] 设 1 1 3 1 3 1
2 2 2 22 2AB A B B A B B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Φ = ↑ ↑ + ↓ + ↓ ↑ + ↓⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 作此

态的 Schmidt 分解。  
[3.11] 试简明论证: 任意三粒子纯态不一定能做 Schmidt 分解。  
[3.12] 按上面定理的推论（3.20）式，具体算出下述两体量子态  

{ }1 2 01 01 10 10 01 10 10 01
3ABρ = + + +  

的相对熵纠缠度 ( )r ABE ρ 。  
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