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【北京大学《量子信息物理原理》课程讲稿】（XV）  

第六章  混态演化与退相干 

前  言 

    一个孤立的微观体系 A，其状态一定可以用纯态描写。但  

如果考虑它和外界 B 的相互影响，便会产生 A 和 B 状态之间的量

子纠缠。这时，如果根本无法将 B 认真考虑进来，或是人们对 B

没有多大兴趣，可以简化对复合问题 A⊕B（或 A⊗B）的研究。

办法是用统计平均方式刨除 B 对 A 的影响，使问题简化成在统计

平均背景下，单独对 A 的研究。显然，全局看这或许是一种不得

已的，但局部看却突出了子系统 A 考量的统计性研究模式。  

    这种对子系统作局部性的研究，导致 QM 在以下三个方面有

重大发展：其一，产生了和纯态概念完全不同的混态概念；其二，

纯态遵守 Schrodinger 方程，演化为幺正的；与此鲜明对照的是，

混 态 演 化 方 程 ——主 方 程 (Master Equation)表 明 演 化 一 般 不 是 幺

正的和可逆的；其三，测量过程一般不是正交投影，而是非正交

投影。由于在状态描述、状态演化、测量塌缩三个基本问题上的

发展，QM 呈现出了崭新面貌，摆脱了局限于对孤立系的描述，

进入对开放系统的研究，开始了全面、深入、主动干预的阶段。 

本讲论述系统混态随时间的演化规律。如果说，决定纯态演

化的映射称为算符，那么，决定混态密度算符演化的映射就称为

超算符。下面讲述超算符的映射性质，以及混态密度算符随时间

的演化规律━━主方程及求解。  
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§6.1 混态演化之一——Kraus 定理  

  1，密度矩阵的时间演化方程  

  密度矩阵时间演化的量子 Liouville 方程。简略回顾一下孤立

系的量子理论。设孤立量子体系 Hamiltonian H ，将态矢依照

Schrodinger 方程随时间的演化转化为密度矩阵演化，即得

( ) ( ) ( ) ( )0t U t U tρ ρ += 。这时，体系密度矩阵随时间演化的量子

Liouville 方程，  

   
i

dρ t( )
dt

= H t( ) , ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦                  (6.1) 

如果 H不显含时间，形式上可将此方程积出，  

   

ρ t( ) =U t( )ρ 0( )U −1 t( )
U t( ) = e− iH t 

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
                (6.2a) 

为了专注考量相互作用的影响，从 H中分离出感兴趣的部分 iH , 

即 0 iH H H= + ，作幺正变换    U0 t( ) = ei H0t ，转入相互作用图象。记  

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0I t U t t U tρ ρ −=                 (6.2b) 

对此式求时间导数，即得  

   

i
dρ I t( )

dt
= Hi

I( ) t( ) , ρ I t( )⎡
⎣

⎤
⎦

Hi
I( ) t( ) =U0 t( )HiU0

−1 t( )

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

               (6.2c) 

通常便是由此出发转入积分方程形式，用逐级叠代法近似求解。 

    期望值演化方程。已知力学量Ω平均值为 ( ) ( ){ }t tr tρΩ = Ω ，故  

  
i ∂

∂t
Ω t( ) = iTr ρ t( ) ∂Ω t( )

∂t
⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
+ iTr

∂ρ t( )
∂t

Ω t( )⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
       (6.3a) 

由于  
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( ) ( ) ( )t t
Tr t

t t
ρ

⎧ ⎫∂Ω ∂Ω⎪ ⎪ =⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
 

于是对孤立量子体系有  

   
i ∂

∂t
Ω t( ) = i

∂Ω t( )
∂t

+Tr H t( ) , ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦Ω t( ){ }         (6.3b) 

若已知 ( ) ( ),H t tρ ，便可以按此计算Ω平均值随时间的变化。  

2，密度矩阵的映射——超算符映射方法  

  现在从信息论的角度，将量子体系 A与环境 E区分开，并且

片面地（局部地）只对 A进行观测，这时量子体系 A的密度矩阵 Aρ

将如何演化？  

 由于 A和 E存在人为操控之外的各种不可控制或无法精确考

虑的相互作用，不能指望  A⊕ E这个孤立量子体系时间演化算符

( )AEU t 可以因子分离 ( ) ( ) ( )AE A EU t U t U t≠ ⊗ 。于是，即便环境 E初始

处于基态 0 E
， A⊕ E初始处于可分离态 ( )0 0 0A EEρ ⊗ ，经 t时间演

化之后，也将出现 A态与 E态的量子纠缠，  

( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0AE AE A AEEEt U t U tρ ρ += ⊗           (6.4) 

这时，为了专注考察子体系 A的演化，需要执行对环境态的部分

求迹，以便统计性地排除环境 E的影响，得到子体系 A的约化密

度矩阵 ( )A tρ ，  

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
0 0 0

0 0 0

A E AE A AEEE

E AE A AEEE E

t tr U t U t

U t U t
µ

ρ ρ

µ ρ µ

+

+

⎡ ⎤= ⊗⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⊗⎣ ⎦∑
 

这里 { }Eµ 是环境 Hamiltonian  �� E 的一组正交归一基。令  

  E µ U AE t( ) 0
E
≡ Mµ t( )                   (6.5) 
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这里， ( )M tµ 是一组作用在子体系 A上的算符。它们表示系统 A与

环境 E 相互作用演化中，环境 E由 0 E
向

Eµ 跳变过程对系统 A状

态的影响。它们由演化算符 ( )AEU t 中相互作用、环境 E 的一组基

{ }Eµ （以及其中基态 0 E
）共同决定。利用（6.5）式定义 , 将 A

任一初始混态 ( )0Aρ 演化为 ( )A tρ 的过程表示为  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )$ 0 0A A At M t M tµ µ
µ

ρ ρ ρ +≡ =∑           (6.6) 

（6.6）式时间演化定义了一个超算符映射 $：它把子系统 A初始

时刻密度矩阵 ( )0Aρ 线性地映射为 t时刻密度矩阵 ( )A tρ 。（6.6）式

称为超算符$的算符求和表示，或称作超算符$的 Kraus 表示。这

里，由 ( )AEU t 的幺正性，立即可得  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

E AE AEEE E

E AE AE AE

M t M t U t U t

U t U t I

µ µ
µ µ

µ µ+ +

+

=

= =

∑ ∑
        (6.7) 

确实地， ( )A tρ 仍是密度矩阵，因为：  

     第一， ( )A tρ 是厄米的；  

     第二， ( )A tρ 是单位迹的  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( )

0 0

0 0 1

A A A A A A

A A A A

tr t tr M t M t tr M t M t

tr M t M t tr

µ µ µ µ
µ µ

µ µ
µ

ρ ρ ρ

ρ ρ

+ +

+

= =

⎧ ⎫
= = =⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑ ∑

∑
 

     第三， ( )A tρ 是半正定的：由 ( )0Aρ 半正定，即对 A的任意

态
Aϕ ，有 ( )0 0A A Aϕ ρ ϕ ≥ ，于是有  

( ) ( ) ( ) ( )0 0A A A AA At M t M tµ µ
µ

ϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ+⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ≥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑  

这里可将 ( ) AM tµ ϕ+ 看作是 A的某个态。这三点表明， ( )A tρ 是一个

密度矩阵。  
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超算符$是子系统密度矩阵的随时间演化的映射算符，它提

供了密度矩阵演化的一个普遍描述。包括纯态到混态、混态到混

态的退相干（甚至混态到基态——纯态衰变）的演化过程。  

  显然，只当环境 E的态空间维数为 1（或者算符序列 { }Mµ 中

只有一个是线性独立的那些过程），才不会出现退相干过程(详细

见下面§6.4)。就是说，如果$求和表示算符 Mµ 中，至少有两个是

线性无关的，那么在 AEU 演化作用下，即使初态是 A的一个纯态，

经过演化也会与 E发生纠缠，并在对 E取迹之后成为混态。这时

系统 Aρ 演化一般不再是可逆的，超算符$也不再是幺正的。  

超算符$求和表示的特例是等时映射的 von Neumann 正交投

影测量和 POVM 广义测量。它们分别是  

           , 1A A i A i i
i i
E E Eρ ρ ρ′→ = =∑ ∑          （6.8a） 

           , 1A A AF F Fµ µ µ
µ µ

ρ ρ ρ′′→ = =∑ ∑         （6.8b） 

     3, 超算符的性质，Kraus 定理  

        i,  超算符的几个性质。由于超算符表示系统随时间的

演化，当然可以连乘起来串接演化，但注意它们又是不可逆的。

于是，总结列举它们有以下几个重要性质： 

所有超算符只构成动力学半群； 

    超算符必定保持内积，即超算符必为等距算符； 

超算符若可逆必为幺正，反之也是。 

最后一点和算符理论中“等距算符有逆算符必为幺正算符，反之

也是”的论断相对应。 

    关于“超算符为幺正算符的充要条件”也可以换种提法（习

题 6.3）： 
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M M Cµ ν µν
+ = 是常数，且 1tr C =               (6.9) 

        ii, Kraus 定理 

以上叙述表明，大系统随时间幺正演化结果，在子系统中必

定表现为超算符的算符求和形式。反过来，现在证明下述论断： 

【Kraus 算符求和定理】 

“设$是开放系统  A 密度矩阵 Aρ 的一个映射，如果此映射满足

4 个条件：1）线性的，2）保持厄米性的，3）保迹的，4）完全

正的，则此映射必定可以表示成上面算符求和的形式。” 

在证明此定理之前需要预先解释：第 4 条“完全正的”含义

是：“用添加任意子空间 B的办法，对空间 A进行直积推广时，算

子 $A的推广 BA I$ ⊗ 仍然总保持为正的”。这条要求表面上看起来有

点多余，但在物理上是合理的，只有在这样限制下的映射才能确

保子系统密度矩阵映射后还是另一个密度矩阵。因为，其一，一

个算符是正的并不总能保证它是完全正的。比如，转置运算虽是

正的但却不是完全正的（见习题 4。于是这明确宣示，转置运算

不在超算符映射之列）。其二，当我们研究系统 A演化时，确实不

能否定我们未觉察到的与 A完全不耦合的其它子系统 B的存在。

这个要求正是说当 A演化而 B不演化时，组合系统的任何初始密

度矩阵仍旧演化为另一个密度矩阵。 

证明：分两步【2】，首先，叙述“亲属态方法”。 

设 伴 随 空 间  �� B 的 维 数 不 小 于 所 研 究 空 间 的 维 数 ， 即

  �dim� B ≥ dim� A = N 。已给定  �� A 中任一算符 AM 。下面描述算符

A BM I⊗ 如何对直积空间  �� A ⊗� B 一个最大纠缠纯态的作用，来全面

地表示算符 AM 在  �� A中的作用。考虑最大纠缠态(注意未归一化) 

  
Ψ

AB
= i

A
′i

B
i=1

N

∑               （6.10）  

其中 { }Ai 和 { }Bi′ 分别是  �� A和  �� B中的正交归一基。注意，从最大

纠缠态  Ψ AB
出发，用如下“部分内积”办法，总可以将  �� A中任一
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纯态 iA A
i

iϕ α=∑ （求和项数 N≤ ）映射到  �� B中相应纯态
B

ϕ∗ ： 

  
ϕ ∗

B
= α i

∗ ′i
B

i
∑ ; ϕ

A
=

B
ϕ ∗ Ψ

AB
         （6.11）  

通常称
B

ϕ∗ 为指标态（ index state），
Aϕ 是亲属态(relative state)。

这里有映射 , 

  
ϕ

A
= α i

i=1

N

∑ i
A
↔ ϕ∗

B
= α i

∗

′i =1

N

∑ ′i
B
         （6.12）  

这种映射显然是反线性幺正映射——反幺正映射。并且一般只涉

及  �� B某个子空间。现在，将算符 A BM I⊗ 作用在态  Ψ AB
上， 

 
M A ⊗ IB( ) Ψ AB

= M A i
A
⊗ ′i

B
i
∑  

利用指标态-亲属态方法，可将算符 AM 对亲属态的作用表示成： 

 
M A ϕ

A
= M A ⊗ IB( )

B
ϕ ∗ Ψ

AB
=

B
ϕ ∗ M A ⊗ IB( ) Ψ AB

   （6.13）  

这种方法可以用下面说法解释：通过对  �� A ⊗� B 中一个最大纠缠态

进行测量，可以实现  �� A的一个纯态系综——特别是，当  �� B中测量

结果为指标态
B

ϕ∗ 时，便在  �� A中制备了它的亲属态
Aϕ 。注意 A

和 B 可能是两个处于不同地点的子系统，对这个两体最大纠缠态

 Ψ AB
的操作，是先施加算符操作再制备态  ϕ A

（按（6.13）式右侧

理解），还是先制备态
Aϕ 再施加算符操作（按（6.13）式左侧理

解），只要是类空间隔就没有差别。这如同塌缩和关联塌缩的关

系一样，并无绝对的意义（即与观察者无关）。  

其次，将上述亲属态方法应用于满足题设 4 个条件的超算符

$A（注意不是用于算符，而是超算符）。由于 $A是完全正的，所

以 $A BI⊗ 是正的。将 $A BI⊗ 作用于已知最大纠缠态密度矩阵

 ρAB = Ψ
AB

Ψ ，结果是  �� A ⊗� B中的另一个密度矩阵 ABρ′ 。和通常密

度矩阵一样， ABρ′ 总可以展开为一个纯态系综。即，总有 
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$A ⊗ IB  ( ) Ψ

AB AB
Ψ( ) = qµ Φ µ AB AB

Φ µ
µ
∑        （6.14）  

这里
  
qµ > 0, qµ = 1

µ
∑ ,

AB
Φ µ Φ µ AB

= N 。于是，按现在方法就得到  

  

$A ϕ
A A

ϕ( ) = $A B
ϕ ∗ Ψ

AB AB
Ψ ϕ∗

B
⎡
⎣

⎤
⎦ = B

ϕ ∗ $A ⊗ IB Ψ
AB AB

Ψ( ) ϕ ∗

B

= qµ
µ
∑

B
ϕ ∗ Φ µ AB AB

Φ µ ϕ ∗

B
≡ Mµ ϕ

A A
ϕ

µ
∑ Mµ

+  

 （6.15）  

最后一步恒等号定义了  �� A中的一个算符系列
   

Mµ , µ = 0,1,{ }：  

  
Mµ : ϕ

A
→ qµ B

ϕ ∗ Φ µ AB
≡ Mµ ϕ

A
        （6.16）  

注意
ABµΦ 与

Aϕ 无关。由（6.14）式，$的作用导致
ABµΦ 和脚标

µ有关，
ABµΦ 并不正比于最大纠缠态  Ψ AB

，所以
B ABµϕ∗ Φ 也就

不正比于
Aϕ 。如果独立 Mµ个数多于 1，Mµ不幺正。总之可得： 

      i, 由（6.15）式，
  �
$A ϕ

A A
ϕ( ) = Mµ ϕ

A A
ϕ

µ
∑ Mµ

+ ; ∀ ϕ
A
∈� A。 

      ii，由（6.16）式，Mµ对 Aϕ 作用是线性的（注意  ϕ A
→ B ϕ ∗

显然是线性的，再加上由（6.14）式，
ABµΦ 与

Aϕ 无关）。  

iii, 对任意混态 Aρ ，因为可展开作为一个纯态系综，而 $A

又是线性的。于是有  

  

ρA = pi ϕ i A A
ϕ i

i
∑ ⇒

$A ρA( ) = pi $ ϕ i A A
ϕ i( )

i
∑ = pi Mµ ϕ i A A

ϕ i Mµ
+

i ,µ
∑ = MµρAMµ

+

µ
∑

 

iv, 1M Mµ µ
µ

+ =∑ 。因为 $A对任何 Aρ 是保迹的（这是定理原

设的条件——只是当时不知它有没有现在这种求和表示）。 

定理证毕。 

    简单总结以上论证：因为 $A是完全正的，所以 $A BI⊗ 将

 �� A ⊗� B 上一个最大纠缠态密度矩阵变为另一个密度矩阵。这个

密度矩阵能表达成一个纯态系综 { }AB
qµ µ µΦ ∀， 。在  �� A ⊗� B 中这
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些纯态中的每个态都关联着（借助亲属态方法）算符求和表示

中的每一项。  

【讨论】上面叙述了如何由超算符 $A的系综表示转换到它的

求和表示。详细点说，借助亲属态构造方法，在超算符 $A对最大

纠缠纯态密度矩阵变换的系综表示（（6.14）式）与 $A的算符求和

表示（（6.15）式）之间可以建立起相互对应关系。其实，也能逆

向进行，即从算符求和表示转到系综表示。即如果             

( )$A A Ai j M i j Mµ µ
µ

+=∑  

则 

  

$A ⊗ IB( ) Ψ
AB AB

Ψ( ) = $A ⊗ IB( ) i
A

′i
B B

′j
A

j
i , j
∑

= Mµ i
A

′i
B B

′j
A

j
i , j ,µ
∑ Mµ

+

= Mµ i
A

′i
B( ) B

′j
A

j Mµ
+( )

i , j
∑

µ
∑ = qµ Φ µ AB Ab

Φ µ
µ
∑

 

这里记
A B AB

i
M i i qµ µ µ′ ≡ Φ∑ 。注意，由于涉及的 { }Ai 和 { }Bi′ 未

见得将基矢全部用上了，所以它们不一定是完备的。于是此式只

是对相应 Mµ的定义，qµ的数值也由左边决定。于是，这就导出了

相应的系综表示。 

§6.2 混态演化之二——主方程方法  

 1，密度矩阵的演化——主方程的导出  

i, Markov 近似  

【定义】凡是量子体系 A之外并与体系有相互作用的全部自

由度，统称之为环境 E。  

这些被称为环境的自由度，有些是属于另一些体系的，也可

能属于所研究体系本身而为我们所不感兴趣或是难以计入的另

外方面的自由度。如果环境 E的自由度数目远大于 A本身正对之
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进行研究的自由度数目，使得可以近似认定 E不受 A的影响，这

种环境 E称为热库 R。  

单就时间变数而言，如果体系 A在任一时刻状态 ( )A tρ 的变化

( )Ad t dtρ 只 依 赖 于 此 时 刻 的 ( )A tρ 和 此 时 刻 的 物 理 量

   Âi t( ) , (i = 1, 2,)，才可能存在某种微分方程，用于描写体系的动力

学演化过程：  � 

   

dρA t( )
dt

= f ρA t( ) , Âi t( ) ,( )           （6.17）  

这里，算符 ( )ˆ
iA t 是体系 A自身原有的，以及 A和 E相互作用后经

过对 E平均折算而出现的 A的某些算符。但要注意两点，其一，

即 便 在 大 系 统  �� A ⊗� B 中 总 体 动 力 学 演 化 遵 守 微 分 方 程

—Schrodinger 方程，也并不能保证在子系统  �� A 中 ( )A tρ 的演化可

以用某个微分方程来描述。因为，一个处在与环境 E相互作用中

的体系 A，其信息将会通过相互作用流向环境 E，也必定有另一

些信息从环境 E流向体系 A。更关键的是，一般说环境 E可以保

留和记忆从 A流过来的信息，并在将来某个时刻再以某种形式返

还给 A以影响 A将来的状态，因而现时刻 A的状态会受到过去某

些时刻 A和  E 相互作用的影响。于是，单纯从观察 A角度来看，

双方信息的往返将表现为 A状态的涨落和耗散，并且一般不保证

A的动力学演化过程可以用微分方程形式来描写。除非信息反馈

时，  E 的记忆与反馈时间尺度 记忆τ = remτ 远快于 A的演化时间尺度

演化τ = τ rev ，  

  τ rev  τ rem                  （6.18a）  
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才有可能找到适当的微分方程描写 A的动力学演化过程。其二，

再进一步，一般说来， A与环境相互作用以及 A本身还含有被忽

略掉的细节和次要自由度。这类略去的作用细节、删去的次要自

由度、抹平掉的高频涨落（统称高频截断），就像在时间轴上对

体系演化进行间隔采样，是一种关于时间粗粒化的处理。这种近

似采样成立的条件是：粗粒化时间间隔 粗粒τ = coaτ 一方面很小于体系

演化衰减的时间尺度 revτ ，而另一方面又很大于热库记忆的时间尺

度 remτ 。 总之，通常情况下，一种有效的描述应当满足【1、18】： 

rev coa remτ τ τ>> >>               （6.18b）  

这是下面推导和应用主方程的时候，应注意保证满足的制约条

件。以上分析概括为 Markov 近似——这是一个认定热库 R对信息

衰减和反馈是瞬时的，也即忽略热库记忆（累积）效应的近似；

是一个略去相互作用细节、删去次要自由度、抹平高频涨落的高

频截断近似。针对量子网络情况，这个近似也被等效地换说成：

先后顺序各个逻辑环节的噪音来源各自独立地起作用【14】。  

ii, 混态的演化方程——主方程推导  

给定初条件下，量子开放体系的混态演化基本方程常称作主

方程。它是此子系统的约化密度算符在环境或热库影响下的时间

演化方程。上面已经表明，一般说，这应当是一个不等时（按因

果规律应当具有各种程度时间延迟）的积分微分方程，仅在

Markov 近似下简化成为等时微分方程。  

推导子系统约化密度矩阵演化主方程的办法主要有：源自
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1928 年 Pauli 工作的 Pauli-Zwanzig 方法、Louisell 方法，超算符方

法。Pauli-Zwanzig 方法主要参见【8、9、10、11】；Louisell 方法

主要参见【12】。其实 Louisell 方法可以看作 Zwanzig 方法取一种

特殊的情况，即投影算符为对热库的求迹运算，并加上 Markov

近似。下面选择最简单的超算符方法——从 Kraus 表示出发来导

出它【1】。  

设孤立系 A的 Hamiltonian 是 H，其密度矩阵的幺正演化为  

   ρA t( ) = e− iH t /ρA 0( )eiH t /  

将 A推广到 Markov 近似下开放系统非幺正演化过程。这时假定： 

  �ρA t( ) = Tr E( ) U EA t( )ρA 0( )⊗ ρE 0( )U EA
+ t( ){ } ≡ � t( ) ρA 0( )⎡⎣ ⎤⎦  （6.19）  

这里线性超算符  �� t( )被称作 Lindblad 算符（也见【1】，或【14】

p.386）。它将初始时刻 ( )0Aρ 映射为 t时刻 ( )A tρ 的导数。如果要求

它不仅是线性的，而且是完全正的、保迹的和强连续的，就可以

从体系 A与环境 E相耦合的 Kraus 方程出发，在 Markov 近似下，

推导这个开放系统的非幺正演化方程。设耦合系统 Hamiltonian 

为 A E AEH H H H= + + ，其中 AH 是 A体系的 Hamiltonian。考虑  t → t + dt

无穷小时间段内的演化   U AE t → t + dt( ) ≡U AE t,dt( )，得  

  

ρA t + dt( ) ≡ $ ρA t( )⎡⎣ ⎤⎦ = Mµ t,dt( )ρA t( )Mµ
+ t,dt( )

µ
∑

Mµ t → t + dt( ) = E
µ U AE t,dt( ) 0

E
(= Mµ t,dt( )) ;

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

   （6.20）  

此时全部变化都在无穷小  dt 内发生，各项对  dt 均可作线性展开，  
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U AE t,dt( ) = IAE − i


H t( )dt

M0 t,dt( ) =
E

0 U AE t,dt( ) 0
E
= IA + − i


HA t( ) + K A t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dt

Mµ t,dt( ) =
E

µ U AE t,dt( ) 0
E
= −iLA,µ t( ) dt

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

  （6.21）  

其中，第二个方程小实部 AK 表示： E和 A相互作用 AEH （经 E基

态平均后）对 A状态的耗散。就是说，实部   Re M0 t,dt( ){ } ≠ IA表明，

E和 A相互作用造成量子纠缠中，即便 E状态仍保留在基态没有

跃迁， A也可能不还原而以一定概率向 A的其它状态跃迁。单纯

从 A观察来看，这种现象是 A原来状态的一种耗散。（6.21）式第

三个方程是针对 E状态有跃迁（ 0µ > ）的中介过程。 dt是考虑

到 Kraus 求和表示关于 Mµ为双线性的，下面推导会看得更为清

楚。将（6.21）式代入（6.20）式，得     

   

ρA t + dt( ) = M0 t,dt( )ρA t( )M0
+ t,dt( ) + Mµ t,dt( )ρA t( )Mµ

+ t,dt( )
µ>0
∑

= 1 + − i


HA t( ) + K A t( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ρA t( ) 1 + i


HA t( ) + K A t( )⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

dt
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

+ −iLA,µ t( ) dt( )ρA t( ) iLA,µ
+ t( ) dt( )

µ>0
∑

= ρA t( ) + − i


HA + K A

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
ρA t( )dt + ρA t( ) i


HA + K A

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt + LA,µρA t( )LA,µ
+ dt

µ>0
∑

 

即 

   

dρA t( )
dt

t=0

= −i


HA t( ) , ρA t( )⎡⎣ ⎤⎦ + K A t( )ρA t( ) + ρA t( )K A t( ) + LA,µ t( )ρA t( )LA,µ
+ t( )

µ>0
∑

 

（6.22）
 

为了求出 AK 与 ,AL µ的关系，注意到 
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IA = Mµ
+ t,dt( )Mµ t,dt( )

µ=0
∑

= IA + i


HA + K A

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ IA + − i


HA + K A

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

dt
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ + LA,µ

+ LA,µdt
µ>0
∑

= IA + 2K Adt + LA,µ
+ LA,µdt

µ>0
∑

 

于是  

, ,
0

1
2A A AK L Lµ µ

µ

+

>

= − ∑                （6.23）  

算符 { }Lµ 序列常称为 Lindblad 算符或量子跳变算符。它们表示体

系 A与环境 E相互作用所导致的对 A状态的耗散。将（6.23）式代

入（6.22）式，略去脚标 A，即得 Lindblad 方程：  

  
   

dρ t( )
dt

= − i


H , ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦ + Lµρ t( )Lµ
+ − 1

2
Lµ
+ Lµρ t( ) − 1

2
ρ t( )Lµ

+ Lµ
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭µ>0

∑  （6.24）

方程（6.24）是子体系（或开放体系）密度矩阵演化主方程的最

常见形式。注意， ( )tρ 是密度矩阵， ( )t dtρ + 也是密度矩阵。事实

上，主方程中 d dtρ 是厄密的，并且是保迹的 ( ) 0Tr d dtρ = （注意

求和号中第二、第三两项的作用）。这意味着计入耗散后概率守

恒。只有保持正定性这条不明显。但从推导的出发点 Kraus 表示

知道，只要 ( )0ρ 是正的，由（6.24）式决定的 ( )tρ 也一定是正的。 

2，主方程的物理分析  

方程（6.24）在混态演化中的地位几乎接近于 Schrodinger 方

程 在 纯 态 演 化 中 的 地 位 。 第 一 项 相 应 于 无 环 境 时 体 系 按

Schrodinger 方程的幺正演化。其余项描述了体系和环境相互作用

使体系经受的跃迁、耗散和退相干。含有量子跳变算符 { }Lµ 的求

和项共有三个：第一个求和的每一项 ( )L t Lµ µρ + 分别诱导一种量子
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跃迁；后两项求和是不论体系如何演化，体系密度矩阵保迹，即

量子系综总概率守恒。  

    在上面推导中，Markov 近似表现在方程（6.21）上： A体系

Kraus 求和中，表示相互作用结果是环境从 0 E Eµ→ 跃迁的 Mµ 算

符，已经近似转化为 A体系的等时（即瞬间）的量子跳变算符 ,AL µ ；

E和 A之间量子态纠缠也瞬间地转化为 A状态的耗散。因此，两

种常用的关于混态变化的计算方法——Kraus 求和方法与主方程

方法相比较，Kraus 求和方法要更为普遍。因为它只涉及密度矩

阵的改变（映射）而不是连续演化，并未使用 Markov 近似。  

§6.3, 主方程的求解【18】  

1, 主方程求解方法（I）——概述  

求解主方程有不少方法，视主方程的形式及求解的具体目标

而定。它们大体分为两类：  

i, 各种 C-数等效方法【3】。包括稳态情况下粒子数表  

象的 C-数方程法；求算符期望值的 C-数方程法；P-表象、Q-表象、

Wigner 函数表象下 Fokker-Planck 方程方法等等。这些方法的共同

点和实质都是将算符方程转化为普通函数方程，或是算符的矩阵

元方程，成为联立方程组，适当将其截断再代数方法求解。此一

类型的各种方法在量子光学和凝聚态物理中常有介绍，详细可见

【3】，这里不再复述。  

ii, 超算符方法【4】。此方法最初由该文提出。对单模

腔场中辐射场的主方程，若用 Liouville 空间方法求解，很难从已
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知初态求得密度算符的解析表达式，因此提出此种方法。  

单模腔场中辐射场的主方程为  

   
ρ t( ) = k Nr +1( ) 2aρa+ − a+aρ − ρa+a( ) + kNr 2a+ρa − aa+ρ − ρaa+( )  (6.25) 

为了解析求解此方程，定义如下三个超算符 ( )1 2J J L， ， ：  

    J1 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ 2γ aρa+ , J2 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ 2βa+ρa , L ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ − γ + β( ) a+aρ + ρa+a( )   (6.26) 

式中的常数 ( )1 ,r rk N kNγ β= + = 。由(6.26)式右边玻色算符的对易关

系，容易证明所定义的超算符满足如下对易关系  

               

  

J2 , J1⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ =
4β γ
β + γ

L ρ⎡⎣ ⎤⎦ − 4β γ ρ

J1, L⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = −2 β + γ( )J1 ρ⎡⎣ ⎤⎦
J2 , L⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = 2 β + γ( )J2 ρ⎡⎣ ⎤⎦

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

        (6.27) 

※ 计算检验： 

     

∗ J2 , J1⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = J2 2γ aρa+⎡⎣ ⎤⎦ − J1 2βa+ρa⎡⎣ ⎤⎦
= 4βγ a+aρa+a − 4βγ aa+ρaa+ = 4βγ a+aρa+a − 4βγ a+a +1( )ρ a+a +1( )
= 4β γ
β + γ

L ρ⎡⎣ ⎤⎦ − 4β γ ρ

 

      

∗ J1, L⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = − β + γ( )J1 a+aρ + ρa+a( )⎡⎣ ⎤⎦ − 2γ L aρa+⎡⎣ ⎤⎦
= − β + γ( )2γ a a+aρ + ρa+a( )a+ + 2γ γ + β( ) a+aaρa+ + aρa+a+a( )
= 2γ β + γ( ) −aa+aρa+ − aρa+aa+ + a+aaρa+ + aρa+a+a( )
= 2γ β + γ( ) −aρa+ − aρa+( ) = −2 β + γ( )J1 ρ⎡⎣ ⎤⎦

 

       

∗ J2 , L⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = − β + γ( )J2 a+aρ + ρa+a( )⎡⎣ ⎤⎦ − 2βL a+ρa⎡⎣ ⎤⎦
= − β + γ( )2βa+ a+aρ + ρa+a( )a + 2β β + γ( ) a+aa+ρa + a+ρaa+a( )
= 2β β + γ( ) −a+a+aρa − a+ρa+aa + a+aa+ρa + a+ρaa+a( )
= 2β β + γ( ) 2a+ρa( ) = 2 β + γ( )J2 ρ⎡⎣ ⎤⎦

 

于是，(6.25)式可以写成  

                    
ρ t( ) = J1 + J2 + L − 2β( ) ρ⎡⎣ ⎤⎦              （6.28） 
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此式的形式解为  

           
  ρ t( ) = exp −2β t( )exp J1 + J2 + L( ) t{ } ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦         （6.29） 

此式可以分拆，【4】中得出如下表达式，  

  ρ t( ) = exp −2β t( )exp f3 t( )⎡⎣ ⎤⎦exp f2 t( )J2
⎡⎣ ⎤⎦exp f0 t( )L⎡⎣ ⎤⎦exp f1 t( )J1

⎡⎣ ⎤⎦ ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦  

（6.30）  

对此式微分并利用上面（6.27）（6.28）式，可得（6.30）式中各系

数函数所满足的微分方程  

( )

( )

0

0
2

21

202
2 2

3
2

4 1

2 4 1

4

f

df
f

dt
df e
dt

dfdf f f
dt dt

df
f

dt

β γ

β γ
β γ

β γ β γ

β γ

− +

⎧ + =⎪ +⎪
⎪ =⎪⎪
⎨
⎪ + + + =⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

 

解这组微分方程可得各系数为  

              

( )

( )

( )

( )

2

0

2

1 2 2

2

3

1 ln

1 1
2

2 ln

t

t

t

t

ef t

ef f
e

ef t

β γ

β γ

β γ

β γ

γ β β γ
γ β γ β β γ

β γ
β γβ

β γ

−

−

−

−

⎧ ⎛ ⎞− −= +⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎪ ⎝ ⎠
⎪

−⎪ = =⎨
−⎪

⎪ −⎪ = −
⎪ −⎩

          （6.31） 

于是对于任意初态，将（6.31）式代入（6.30）式后，即可得出 ( )tρ

的解析表达式。  

例如，取初态为相干态 ( )0ρ α α= ，经过一些计算可得  
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ρ t( ) =
exp −N t( ) α t( ) 2{ }

1 + N t( )
1
n!

N t( )
1 + N t( )

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟n=0

∞

∑
n

⋅

⋅ n
k

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟m=0

∞

∑
k=0

∞

∑ n
m

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k!m! α ∗ t( )n−k α t( )n−m α t( ) , k α t( ) , m

 

其中  

   
N t( ) = Nr 1 − e−2k t( ) , α t( ) = α e−k t

1 + N t( ) , α t( ) , k = D α t( )⎡⎣ ⎤⎦ k  

这里
  D
α t( )⎡⎣ ⎤⎦为位移算符。当 t→∞时，由于    

α t( )→ 0, N t( )→ Nr ，所

以 ( )tρ 将变为热态，即  

              ( )
0

1
1 1

n

r

nr r

Nt n n
N N

ρ
∞

=

⎛ ⎞
→ ∞ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑           （6.32） 

    由上面叙述可知，此方法优点是，依据初态便可以通过求解

系数微分方程办法给出 ( )tρ 的解析表达式。  

2，主方程求解方法（II）——超算符 Lie 代数方法  

上面超算符方法有不足之处。这就是该方法未曾考查主方程

中可能含有的 Lie 代数对称结构，当然也就没有融入 Lie 代数的

对易关系考量。其后果是：仍需求解联立微分方程组来确定分拆

系数函数。但在量子光学和量子信息论中，许多主方程含有一些

超算符的某种对称结构。利用这些对称结构，结合我们发展的对

算符序列的量子变换理论，拓展为各种超算符变换，发展了结合

量子变换理论的 Lie 代数求解主方程方法【5、6、7】。方法可以

求解一大类主方程，无需求解微分方程组便可确定分拆系数函

数。特别是，主方程中含有超算符的 ( ) ( )1,1 , 2SU SU 结构时，此类

主方程可以用代数方法严格求解【6、7】。下面叙述这一方法【18】。 
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简略说，对方程（6.24）作变换 ( ) ( )/ /iH t iH tt e t eρ ρ −′ = h h，转入相

互作用图象，消去含体系 Hamiltonian 项，仍借用原先记号，有  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2

d t
L t L L L t t L L

dt µ µ µ µ µ µ
µ

ρ
ρ ρ ρ+ + +

>

⎧ ⎫= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑    （6.33）  

假如方程（ 6.33）结构中（视
 

Lµ{ } 具体形式）含有超算符的

( ) ( )1,1 , 2SU SU 等的对称结构，即，如果存在超算符 0,K K± ，可以

将右边量子跳变算符求和表示重新整理成为如下标准形式：  

  

dρ t( )
dt

≡ w+K+ + w−K− + w0K0⎡⎣ ⎤⎦ ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦       （6.34a）  

  w± , w0是不显含时间参数，超算符 { }0,K K± 满足如下封闭对易关系， 

       K− , K+⎡⎣ ⎤⎦ ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦ = 2εK0ρ t( ); K0 , K±⎡⎣ ⎤⎦ ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦ = ±K±ρ t( )     （6.34b） 

当 1ε = + 时，（6.34b）式构成 ( )1,1SU Lie 代数，{ }0,K K± 是 ( )1,1SU 的

生成元； 1ε = − 时，它们为 ( )2SU 的生成元。  

主方程（6.34a）式可以形式地积出来，表示成为  

  ρ t( ) = exp w+K+ + w−K− + w0K0( ) t{ } ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦        （6.35）  

现在的任务是分解（6.35）式这种指数和形式的超算符，使其成

为单项指数超算符连乘的形式，以便于进一步从 ( )0ρ 得到 ( )tρ 的

显式表达式。由于对易规则（6.34b）是封闭的，按 Baker-hausdorff

公式容易验证有如下两种解——由降算符到升算符的乘积分解

（升序乘积解），和由升算符到降算符的乘积分解（降序乘积解）： 

  
exp w+K+ + w−K− + w0K0( ) t{ } = exp x+ t( )K+( )exp K0 ln x0 t( )( )exp x− t( )K−( )  

（6.36a）  

  exp w+K+ + w−K− + w0K0( ) t{ } = exp y− t( )K−( )exp K0 ln y0 t( )( )exp y+ t( )K+( )  
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（6.36b）  

升 序 分 解 和 降 序 分 解 的 两 组 系 数 ( ) ( ) ( )( )0, ,x t x t x t+ − 、

( ) ( ) ( )( )0, ,y t y t y t+ − 与系数   w+ , w− , w0( )的关系由封闭对易规则（6.34）

式确定。具体说，按 Lie 代数表示论， ( ) ( )1,1 2SU SU 超算符生成

元 0,K K± 可用 ( )2 2× 矩阵来表示，  

0

0 1 0 0 1 01, ,
0 0 0 2 0 1

K K K
ε+ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

现用此矩阵表示展开(6.36a、b)式。首先，(6.36a、b)左边均为  

  

exp w+K+ + w−K− + w0K0( ) t{ } = exp

1
2

w0t w+ t

−εw− t − 1
2

w0t

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=
sh γ t( )
γ t

1
2

w0t w+ t

−εw− t − 1
2

w0t

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

+ ch γ t( ) I

=
ch γ t( ) + w0

2γ
sh γ t( ) w+

γ
sh γ t( )

−ε
w−

γ
sh γ t( ) ch γ t( ) − w0

2γ
sh γ t( )

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

 

中间参量
  
γ = 1

4
w0

2 − εw+w− ；右边按升降两种顺序分为两种结果，  

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

ln 0

0

ln
0 1

0

1e e e
1

1
e e e

x t K K x t x t K

y t K K y t y t K

x t x t x t x t
x tx t

y t
y t

y t y t y t y t

ε
ε

ε ε

+ + − −

− − + +

+ − +

−

+
−

− + −

⎧ ⎛ ⎞−
=⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎪ ⎝ ⎠⎪

⎨
⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟=⎪ ⎜ ⎟− −⎪ ⎝ ⎠⎩

 

由此，上述两种分解式内的展开系数分别由下式决定【6】  
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ch γ t( ) + w0

2γ
sh γ t( ) , w+

γ
sh γ t( )

−ε
w−

γ
sh γ t( ) , ch γ t( ) − w0

2γ
shγ t( )

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= 1
x0 t( )

x0 t( ) − ε x+ t( ) x− t( ) , x+ t( )
−ε x− t( ) , 1

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

  

ch γ t( ) + w0

2γ
sh γ t( ) , w+

γ
sh γ t( )

−ε
w−

γ
sh γ t( ) , ch γ t( ) − w0

2γ
shγ t( )

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

= y0 t( )
1, y+ t( )

−ε y− t( ) , y0 t( )−1
− ε y+ t( ) y− t( )

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

 (6.37a) 

令等式两边矩阵元对应相等，即得时间相关的分解系数表达式。 

最后，（6.35）式的解，既可以通过分解表示为升序乘积的

形式  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ln 0x t K K x t x t Kt e e eρ ρ+ + − −=           （6.37b）  

也可以通过分解表示为降序乘积的形式  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0ln 0y t K K y t y t Kt e e eρ ρ− − + +=             (6.37c) 

因此，当主方程具有这些对称结构时，利用（6.36）和（6.37）

两式，便能普遍地解决它的含时解问题。当然，也许在得到（6.34）

式这种标准形式之前，可能还需要预先作适当的变换，如同 [6]

和下面例解中所做的那样。  

与【4】中方法相比，这里方法不但给出了这一类主方程解

的一般显示表达式，而且得到系数也无需求解微分方程。由于

许多开放体系的主方程都可以归结为这两类形式，此处方法具

有一定的普遍性。  

3，例算（I）：简单主方程求解  

i, 与电磁场相互作用导致振子衰减问题【1】 
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考虑一个与电磁场相互作用的谐振子    HA ≡ H0 = ω a+a ， 

( )i i i
i

H ab a bλ + +′ = +∑               （6.38a） 

这里，作为热库的电磁场为无相互作用的多自由度系统
  
ω ibi

+bi
i
∑ ，

假定热库处于零温度。设振子在单位时间内 ( ) ( )1 0n n= → = 衰变概

率为 Γ，但振子不吸收光子。对于 1n > 的高激发态，认为这些光

子各自独立衰变，并且振子可以级联的单光子辐射衰减直至基

态。这时只有一个量子跳变算符 1L a= Γ 。Lindblad 方程为 

   

dρ t( )
dt

= − i


H0 , ρ⎡⎣ ⎤⎦ + Γ aρa+ − 1
2

a+aρ − 1
2
ρa+a⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
    （6.38b） 

这里量子跳变项表示振子发射光子而衰减。此处模型也可以理解

为一个与电磁涨落真空态相耦合的两能级原子，于是原子由激发

态自发辐射衰变到基态。这正是（以后要讲的关于单个 qubit 的）

退相干三种基本模式中的“振幅阻尼模式”。这由下面计算结果

也可知道。为化简方程（6.38），消去右边第 1 项，将其引入相互

作用图象，即作变换  

   

ρ I t( ) = eiH0t /ρ t( )e− iH0t /

Ω I t( ) = eiH0t /Ω t( )e− iH0t /

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
             （6.39）  

得到（用公式 ( ) ( ) ( ) ( )exp , exp ,a a f a a a a f ae a eγ γγ γ+ + + − +− = ） 

( ) ( )1 1 ;
2 2

I i t
I I I I I I I I I I

d t
a a a a a a a t ae

dt
ωρ

ρ ρ ρ+ + + −⎧ ⎫= Γ − − =⎨ ⎬
⎩ ⎭

  （6.40a）  

注意，这里算符 ( ),a a+ 本身不显含时间（如同 x 和 p 一样）。于是 

1 1
2 2

I
I I I

d a a a a a a
dt
ρ ρ ρ ρ+ + +⎧ ⎫= Γ − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
           (6.40b) 

现在，求给定初值后光子占有数平均值 n 的变化。按（6.7a）式 
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{ } { }
{ }

1 1
2 2

,

I

I I I

I I I

I

dd dn a a Tr a a
dt dt dt

Tr a aa a a aa a a a a a

Tr a aa a a aa a Tr a a a a

Tr a a n

ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

+ +

+ + + + + +

+ + + + + +

+

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎝ ⎠
⎧ ⎫= Γ − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎡ ⎤= Γ − = Γ ⎣ ⎦

= −Γ = −Γ

   （6.41） 

积分即得 

( ) ( ) ( )0 expn t n t= −Γ                （6.42）  

ii, 振子的位相衰减【1】 

研究振子（ ,a a+ ）和热库（    bi
+ ,bi , i = 1,）耦合问题。相互作用

为 

I i i i
i

H b b a aλ + +⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑                  （6.43）  

按定义，只有一个 Lindblad 算符 L a aµ
+= ，相互作用图象中主方程

为 

( ) ( )2 21 1
2 2

I
I I I

d a a a a a a a a
dt
ρ ρ ρ ρ+ + + +⎛ ⎞= Γ − −⎜ ⎟⎝ ⎠

       （6.44）  

这里常数 Γ解释为：当振子被单个量子占据时，热库光子被振子

散射的散射率。如假定振子的占有量子数是 n，则散射率就是 2nΓ 。

因子 2n 是由于，振子在 n 态上时， n个量子对热库光子散射的散

射振幅相干叠加，总散射振幅将正比于 n，所以散射率正比于 2n 。 

对于（6.44）形式的主方程，很容易在粒子数表象中求解它：

方程两边用振子的数态 ,n m 夹积，并令 I nmn mρ ρ= ，即得主方

程的矩阵元形式为  
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( )

2 2

2

1 1
2 2

2

nm
nm

nm

d
nm n m

dt

n m

ρ ρ

ρ

⎛ ⎞= Γ − −⎜ ⎟⎝ ⎠
Γ= − −

           （6.45）  

对时间积分，即得  

( ) ( ) ( )210 exp
2nm nmt n m tρ ρ ⎡ ⎤= − − Γ⎢ ⎥⎣ ⎦

         （6.46）  

   【模型讨论】这是一个典型的相位退相干模型。足够长时间

后，非对角项 n m≠ 都会衰减掉  (越远离对角线的项衰减越快)。只

剩下全部对角项保持在初始数值。假定初始时刻制备一个猫态： 

( )

( ) ( )

1 2

1 1 2 2 1 2 2 1

1
2
10
2cat A A A A A A A A

Cat n n

n n n n n n n nρ

= +

= + + +

；

  （6.47）  

这是个纯态，由两个占有数本征态的相干叠加而成。由于设定它

是猫态，两个占有数应当相差很大 1 2 1n n− >> 。于是演化结果，非

对角项十分迅速地衰减掉了 ( )21 2
1exp 0
2
n n t⎛ ⎞− − Γ →⎜ ⎟⎝ ⎠

。  

【“Schrodinger-Cat 佯谬”的解释】人们从来看不到“死”“活”

两个状态是相干叠加着的猫。那是因为：猫是宏观物体，叠加纠

缠十分庞杂，而且死、活两个状态涉及的自由度差别十分巨大。

因此，即便初始制备出了这种相干叠加态，按此处相位退相干模

型计算结果，其退相干速度也会非常快速，以致就此问题进行实

验观察是不切实际的。  

4,  例算（II）：主方程的超算符方法求解  

           i，压缩热库下的阻尼振子【6、18】。这时主方程为  
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ρ t( ) = r
2

N +1( ) 2aρa+ − a+aρ − ρa+a( ) + r
2

N 2a+ρa − aa+ρ − ρaa+( )
+ r

2
M 2a+ρa+ − a+( )2

ρ − ρ a+( )2( ) + r
2

M ∗ 2aρa − a2ρ − ρa2( )
 （6.48）  

式中 N是热库平均光子数， r是衰减速率， M是与压缩热库有关

的参数。第 1、2 两项分别对应 Lindblad 算符 1 2,L a L a+= = 。由于振

子占有数减少对应热库光子数增加，所以第 1 项热库平均光子数

不是 N而是 1N + ；第 2 项则相反。第 3、4 两项不厄米，只是互

为厄米。于是表面上看（6.48）式并不是所说的标准形式，需要

通过适当的量子变换转化为所要的标准形式，以便暴露方程中隐

含的超算符 Lie 代数结构。通常采用平移变换来消除主方程中的

一 次 项 ， 用 压 缩 变 换 来 消 除 含 ,M M ∗ 项 。 压 缩 算 符

( ) ( )( )221exp
2

S a aς ς ς∗ +⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

进行的变换为  

  ′a ≡ S + ς( )aS ς( ) , ′ρ ≡ S + ς( )ρS ς( )        （6.49）  

这里 ς 为不含时的待定参数。关于 ( )S ς 的变换作用，简单计算可

知  

( ) ( )

( ) ( )

a ch a sh a

a ch a sh a

ςς ς
ς
ςς ς
ς

+

+ +

⎧ ′ = −⎪⎪
⎨
⎪ ′ = −
⎪⎩

             （6.50）  

将变换（6.49）代入（6.48）式并注意（6.50），再定义超算符映射： 

  

K− ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ a+ ′ρ a

K+ ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ a ′ρ a+

K0 ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ − 1
2

a+a ′ρ + ′ρ a+a + ′ρ( )

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

           (6.51) 

利用(6.51)式，将(6.48)式简单整理即得  
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 ′ρ t( ) = α K+ + βK− + α + β( )K0 +

r
2

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

′ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦         （6.52）  

其中系数为  

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2

2

2 2
2

2 2
2

rrNch rch sh M M

rrNch rsh sh M M

α ς ς ς ς ς
ς

β ς ς ς ς ς
ς

∗ ∗

∗ ∗

⎧ = + − +⎪⎪
⎨
⎪ = + − +
⎪⎩

    （6.53a) 

让其中 ς 由下式决定  

( ) ( ) 2 1Mcth M th N
ς ς

ς ς
ς ς

∗+ = +             (6.53b) 

利用玻色对易关系可以证明：三个超算符满足 ( )1,1SU 对易关系，

即有  

  

K− , K+⎡⎣ ⎤⎦ ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ = 2K0 ′ρ⎡⎣ ⎤⎦
K0 , K±⎡⎣ ⎤⎦ ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ = ±K0 ′ρ⎡⎣ ⎤⎦

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
               （6.54）  

这些对易子可以用计算直接验证：  

  

K−K+ − K+K−( ) ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ = K− a ′ρ a+⎡⎣ ⎤⎦ − K+ a+ ′ρ a⎡⎣ ⎤⎦ = a+a ′ρ a+a − aa+ ′ρ aa+

= −a+a ′ρ − ′ρ aa+ − ′ρ ≡ 2K0 ′ρ⎡⎣ ⎤⎦
 

  

K0K+ − K+K0( ) ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ = K0 a ′ρ a+⎡⎣ ⎤⎦ − K+

−1
2

a+a ′ρ + ′ρ aa+ + ′ρ( )⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= −1
2

a+aa ′ρ a+ + a ′ρ a+a+a + a ′ρ a+( ) + 1
2

aa+a ′ρ a+ + a ′ρ a+aa+ + a ′ρ a+( )
= a ′ρ a+ ≡ K+ ′ρ⎡⎣ ⎤⎦

 

  

K0K− − K−K0( ) ′ρ⎡⎣ ⎤⎦ = K0 a+ ′ρ a⎡⎣ ⎤⎦ − K−

−1
2

a+a ′ρ + ′ρ a+a + ′ρ( )⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= −1
2

a+aa+ ′ρ a + a+ ′ρ aa+a + a+ ′ρ a( ) + 1
2

a+a+a ′ρ a + a+ ′ρ a+aa + a+ ′ρ a( )
= −a+ ′ρ a ≡ −K− ′ρ⎡⎣ ⎤⎦

′ρ  

由此直接写出（6.52）式两种形式的解。比如，降序乘积解为  

  
  
′ρ t( ) = er t 2 exp y−K−( )exp K0 ln y0( )exp y+K+( ) ′ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦    （6.55a）  
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并有分解系数  

( ) ( ) ( ) 22 2

0

1 1
, ,

r t r t r t r t

r t r t

e e e e
y y y

e e r
β α α β
β α β α

− − −

− +− −

⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

   (6.55b) 

最后求得解为  

  

ρ t( ) = S ς( ) ′ρ t( )S + ς( )
= ert 2S ς( )exp y−K−( )exp K0 ln y0( )exp y+K+( ) S + ς( )ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦

  （6.56）  

至此，再取定初态，即可将此计算进行到底。【6】中不失一般

性的取了初态为压缩相干态，继续完成了计算。此处不再叙述。 

ii, 带驱动项的阻尼振子【6、18】  

设线性驱动项为 ( ) ( )DH t a t aε ε+ ∗= + ，主方程为  

     

   

ρ t( ) = −i HD , ρ⎡⎣ ⎤⎦ +
r
2

N +1( ) 2aρa+ − a+aρ − ρa+a( )
+ r

2
N 2a+ρa − aa+ρ − ρaa+( )

+ r
2

M 2a+ρa+ − a+( )2
ρ − ρ a+( )2( )

+ r
2

M ∗ 2aρa − a( )2
ρ − ρ a( )2( )

       (6.57) 

为消去线性项，从而将其化为标准形式，预先作简单平移变换  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), expt D t D D t a t aρ α ρ α α α α+ + ∗′ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦    (6.58) 

其中 ( )tα 为待定参数。在此变换下，主方程成为  
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 ′ρ = −iε − r
2
α − α⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

a+ ′ρ − ′ρ a( ) − −iε − r
2
α − α⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

∗

a ′ρ − ′ρ a+( )

+ r
2

N +1( ) 2a ′ρ a+ − a+a ′ρ − ′ρ a+a( )
+ r

2
N 2a+ ′ρ a − aa+ ′ρ − ′ρ aa+( )

+ r
2

M 2a+ ′ρ a+ − a+( )2
′ρ − ′ρ a+( )2( )

+ r
2

M ∗ 2a ′ρ a − a( )2
′ρ − ′ρ a( )2( )

 

现在，选择函数 ( )tα 满足  

   
α t( ) + r

2
α t( ) + iε = 0                （6.59）  

则上面方程变为  

 

   

 ′ρ = r
2

N +1( ) 2a ′ρ a+ − a+a ′ρ − ′ρ a+a( ) + r
2

N 2a+ ′ρ a − aa+ ′ρ − ′ρ aa+( )
+ r

2
M 2a+ ′ρ a+ − a+( )2

′ρ − ′ρ a+( )2( ) + r
2

M ∗ 2a ′ρ a − a( )2
′ρ − ′ρ a( )2( )

（6.60） 

接着按上题所说的求解程序，不难将计算进行下去。最后即得最

一般阻尼谐振子的解。  

           iii, 热库中两能级原子体系  

此时，相互作用图象中的主方程为  

   

ρ t( ) = r
2

N +1( ) 2σ −ρσ + −σ +σ −ρ − ρσ +σ −( )

+ r
2

N 2σ +ρσ − − σ −σ +ρ − ρσ −σ +( )
       （6.61）  

为解此主方程，定义下面超算符映射  

  
K− ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ σ −ρσ + , K+ ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ σ +ρσ − , K0 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡

1
2

σ +σ −ρ + ρσ +σ − − ρ( )   （6.62） 

可以证明，它们满足 ( )2SU 对易关系，  
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K− , K+⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = −2K0 ρ⎡⎣ ⎤⎦
K0 , K±⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = ±K± ρ⎡⎣ ⎤⎦

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
             （6.63）  

于是，利用这些超算符可以将方程（6.61）表示成如下形式，  

   

ρ t( ) = βK+ +α K− + β −α( )K0 −
1
2

α − β( )⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

ρ t( )⎡⎣ ⎤⎦

α = r N +1( ) , β = rN
     （6.64）  

所以可得此主方程密度算符的升序乘积和降序乘积两种解  

  

ρ t( ) = exp − 1
2

α + β( ) t
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

exp x+K+( )exp K0 ln x0( )exp x−K−( ) ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦

ρ t( ) = exp − 1
2

α + β( ) t
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

exp y−K−( )exp K0 ln y0( )exp y+K+( ) ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

（6.65） 

其中系数为  

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

22 2

0

1 1t tt t

t t

e ee ex x x
e e

α β α βα β α β

α β α β

β αα β
α β α β α β

− + ++ − +

+ −+ +

− −⎛ ⎞+= = =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
； ；  

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

22 2

0

1 1t tt t

t t

e ee ey y y
e e

α β α βα β α β

α β α β

β αβ α
α β β α β α

+ ++ − +

+ −+ +

− −⎛ ⎞+= = =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
； ；  

        （6.66）  

iv, 场与原子在热库中的主方程问题  

 这里，开放体系是指辐射场与原子，ρ为辐射场与原子的密

度算符。这时主方程为  

   
ρ t( ) = r

2
2σ −ρσ + −σ +σ −ρ − ρσ +σ −( ) + k

2
2aρa+ − a+aρ − ρa+a( )（6.67） 

定义如下超算符  

  

K− ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ a+ρa , K+ ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ aρa+ , K0 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ − 1
2

a+aρ + ρa+a + ρ( )
J− ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ σ −ρσ + , J+ ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ σ +ρσ − , J0 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡

1
2

σ +σ −ρ + ρσ +σ − − ρ( )
  （6.68） 
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可以检验，{ } { }0 0, , ,K K J J± ± 分别满足 ( )1,1SU 和 ( )2SU 对易关系，并

且 { }0,K K± 和 { }0,J J± 相互对易。所以主方程的解可写为  

  
ρ t( ) = exp

k − r( ) t
2

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
exp J− − J0( ) r t⎡⎣ ⎤⎦exp K+ + K0( )k t⎡⎣ ⎤⎦ ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦  （6.69）  

然后再按上面分解办法对（6.69）式进行分解，便得到初值的解

析解。  

v, 减小或放大的非线性谐振子问题【5、18】  

这时体系 Hamiltonian 为 ( )2H a aχ += 。各自只有一个 Lindblad

算符，分别为 L a= 和 L a+= 。两个主方程分别为  

   

ρ t( ) = −iχ a+a( )2
, ρ⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
+ r

2
N +1( ) 2aρa+ − a+aρ − ρa+a( )

+ r
2

N 2a+ρa − aa+ρ − ρaa+( )
ρ t( ) = −iχ a+a( )2

, ρ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
+ r

2
N +1( ) 2a+ρa − aa+ρ − ρaa+( )

+ r
2

N 2aρa+ − a+aρ − ρa+a( )

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

  （6.70）  

下面给出它们的解。为此定义如下超算符映射  

  

K− ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ a+ρa , K+ ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ aρa+

K0 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ − 1
2

a+aρ + ρa+a + ρ( )
K3 ρ⎡⎣ ⎤⎦ ≡ a+aρ − ρa+a

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

         （6.71a）  

容易检验它们满足以下对易关系  

  

K− , K+⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ = 2K0 ρ⎡⎣ ⎤⎦ , K0 , K±⎡⎣ ⎤⎦ ρ⎡⎣ ⎤⎦ == ±K± ρ⎡⎣ ⎤⎦
K3 , K±⎡⎣ ⎤⎦ = K3 , K0⎡⎣ ⎤⎦ = 0

     (6.71b) 

于是方程（6.70）可改写为  

   
ρ t( ) = w+K+ + w−K− + w0K0 + iχK3 +

r
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ρ⎡⎣ ⎤⎦        （6.72）  
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注意，这里系数 ( )0 0 3w w K= 是超算符 3K 的函数。总共有  

( ) 0 31 , , 2 2 1w r N w rN w rN i Kχ+ −= + = = + +       （6.73）  

虽然主方程（6.72）中的系数不是常数，但由于 3K 与 0,K K± 都对易，

因此解可写为  

  ρ t( ) = exp w+K+ + w−K− + w0K0( ) t{ }exp i χ K3 t( ) ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦    （6.74）  

利用前面分解方法即得升序乘积和降序乘积两个等价解：  

  

ρ t( ) = ert 2+iχK3t exp x+ K3 , t( )K+
⎡⎣ ⎤⎦exp ln x0 K3 , t( )K0

⎡⎣ ⎤⎦exp x− K3 , t( )K−
⎡⎣ ⎤⎦ ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦

ρ t( ) = ert 2+iχK3t exp y− K3 , t( )K−
⎡⎣ ⎤⎦exp ln y0 K3 , t( )K0

⎡⎣ ⎤⎦exp y+ K3 , t( )K+
⎡⎣ ⎤⎦ ρ 0( )⎡⎣ ⎤⎦  

  （6.75）  

系数为  

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

3 0 3
0 0

2

3 0 3
0 0

1 2
2

3 0

2 2, , ,
2 2

2 2, , ,
2 2

1,
4

w shx K t x K t
ch w sh ch w sh

w shy K t y K t
ch w sh ch w sh

K t w w w t

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

±
±

−

±
±

+ −

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎝ ⎠

  （6.76）  

如设初态为相干态 ( )0ρ α α= ，进一步计算表明这里的 Lie 代数

方法仍具有很大的方便性。计算时只要注意到根据（6.71a）有  

( ) ( )3 0f K fe eα α α α=  

这里 ( )3f K 是超算符 3K 的任意函数。进一步详细计算可见【5】。  

由本节的几个例算可知，所阐述的超算符 Lie 代数方法具有

较大的普遍性。它的优点还在于能够给出初条件下解的解析表达

式。于是，有了密度算符的解析表达式，就可以方便地研究量子

态的非定域性动力学、纠缠特性、退相干过程等。  
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练习题 

[6.1] 如果将一般的超算符  $ : ρ ρ′→  用参数化来表示，须用多  

少个实参数？  这里 ρ是 N维 Hilbert 空间中的一个密度矩阵。  

（提示：利用$的映射性质）。  

[6.2] 定义 Fock 空间一个算符 Ω̂： 1+→ nn ， ,,,n 210= 。证明这 

是个等距算符，满足 I,I ≠ΩΩ=ΩΩ ++ 。求出第二个表达式。 

（提示：利用算符 Ω̂的谱表示——并矢表示式）。 

[6.3] 证明：超算符为幺正算符（或可逆算符）的充分必要条件是： 

  M M Cµ ν µν
+ = 是常数，且 1tr C =  

[6.4] 定义：如果 AH 上一个算符 AΩ 没有负本征值，就称其为正算 

符；如果将它推广成任何张量积 BA I⊗Ω 的形式，也都不出现负本 

征值，就称它是完全正的算符。这里 BI 是某一任意 B系统状态空 

间中的单位算符。证明： AH 上的转置算符 AT ： T
AA ρρ → 是个正算 

符，但不是一个完全正的算符。 

（提示：只需令 B维数和 A相同，选纠缠态 ∑
=

′⊗=Φ
N

i
BAAB

ii
N 1

1
，

将 BA IT ⊗ 作用在 ΦΦ=
ABABρ 上。表明作用后的 ABBAAB IT ρρ ⊗=′ 是 

一个这样的算符，以致 ABNρ′ 是将 A态和 B态交换的交换算符。它 

有正负两个本征值，对应于交换为对称和反对称的两种态。所以 

ABρ′ 有负本征值。） 

[6.5] 证明：Kraus 定理。 

（提示：利用上题纠缠态
AB

Φ 以及所谓“亲属态”方法。即，对 
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AH 中任一态——称作亲属态 ∑=
i

AiA
iαϕ ，则 BH 中对应有一个 

“指标态” ∑ ∗∗ =
i

BiB
iαϕ ，使得

ABBA
Φ= ∗ϕϕ 。 再利用 $的完全 

正的性质，将 BI$⊗ 作用于 ΦΦ=
ABABρ 上。） 

[6.6] 为了再次具体地说明主方程方法和 Kraus求和框架之间的关

联，将下面两个主方程（(6.40b)和(6.44)式）  

1 1
2 2

I
I I I

d a a a a a a
dt
ρ ρ ρ ρ+ + +⎧ ⎫= Γ − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
                

( ) ( )2 21 1
2 2

I
I I I

d a a a a a a a a
dt
ρ ρ ρ ρ+ + + +⎛ ⎞= Γ − −⎜ ⎟⎝ ⎠

           

等效表示为 Kraus 求和的形式。即给出两个 Kraus 算符 { }0 1,M M 的

2 2× 矩阵表示。  
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