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前言

量子力学诞生于二十世纪之初，是科学史上最深刻的革命之一。它颠覆了经
典物理中许多基本观念，为我们描绘了原子分子以及更小基本粒子的神奇行
为，而且它带来的技术革命已经并正在深刻改变人类社会的方方面面。尽管
它是如此的重要，但很长一段时间量子力学只被物理学家，少数哲学家和相
关人士关心。最近随着量子信息技术的发展，量子力学越来越受到大众的关
注。

本书试图向大众严肃而又通俗地介绍量子力学。通俗是指向尽可能多的人讲
述和展示量子力学的美妙和神奇；严肃则意味着用数学来描述量子力学中最
深刻的结果，而不只是文字叙述。为了平衡这两点，我假定读者都熟悉高中
的数学知识。对于任何超越高中水平的数学，比如矩阵，线性空间等，我将
按照需要多少讲解多少的方式介绍，适可而止不过分深入。这些超越高中水
平的数学也不难，只要读者有毅力和耐心去做些简单的练习，就很快会熟悉
和掌握。没有练习就没有理解。

RNyy 年普朗克揭开了量子物理的第一层神秘面纱，量子力学的基本框架完
成于 RNke 年，那年薛定谔写下了他不朽的方程。在这大约四分之一世纪里，
伟大的量子先驱们用他们卓越的智慧，非凡的想象和不懈的努力将人类带入
了神奇的量子世界并酝酿了一场翻天覆地的技术革命。

本书将先简短讲述量子力学的发展历史，介绍量子先驱们和他们传奇的事
迹。然后我将介绍那个神奇的量子世界：生活在希尔伯特空间的量子态、量
子全同性、线性叠加、海森堡不确定性关系、量子纠缠、贝尔不等式、量子
能级、薛定谔猫和多世界理论等。为了和经典物理比较，我将在介绍量子力
学之前介绍经典力学。在本书最后，我将简要介绍量子计算和量子通信。
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吴飙 yX 前言

本书对于物理专业的学生也会有很多帮助。物理系的学生经常迷失于求解薛
定谔方程之中：掌握了很多数学公式，却没有很好地领会量子力学的基本要
义。另外，传统的量子力学教科书不讲授量子纠缠和量子信息，本书对它们
的介绍正好弥补了这个缺陷。

本书的第一、二、三章可以选读。不熟悉复数和线性代数的，一定要仔细阅
读第四章；数学好的读者也最好快速过一遍第四章，主要是熟悉狄拉克符号。
第五、六、七章是必读，是阅读后续章节的基础。第六章和第七章的阅读次
序可以随意。第八、九、十章最好按次序阅读。本书没有特意安排习题，但
书中时常出现的 ǳ有兴趣的读者XXXǴ 是在建议读者重复类似的推导或进行简
单的证明。

本书所有手工插图由孙兆程绘制；韩子朔提供了部分插图 R。

吴飙
北京成府路 kyN 号

R它们包括图kXR、kXj、jXR、jXk、eXk、eX9、eXj、3XR
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第一章 什么是量子？

什么是椅子？椅子是有靠背的凳子。这个回答介绍了椅子的功能：可以让
你坐下来。同时又指出了椅子和凳子的区别：椅子有靠背，坐上去更舒服些。
对于刚认字的小孩或正在学中文的国际友人，这样简短的回答就够了。那些
对椅子有浓厚兴趣的人，他们可以找到更多的资料，比如一本专门介绍椅子
的书，在那里了解椅子的历史，各种不同椅子的文化根源等等。

什么是量子？量子的英文是 [m�MimK，源自拉丁文 [m�Mimb，它的原义是
ǳ多少Ǵ。量子现在是一个物理专业名词，它是场的最小激发。比如，电磁场
的最小激发是光子，即电磁场的量子是光子。所有的基本粒子都是某个场的
量子（最小激发）。除了光子，这些量子（最小激发）还包括电子、夸克、中
微子、胶子等。质子不是量子，因为质子是由夸克构成的复合粒子。同理氢
原子不是量子。普朗克在 RNyy 年最早发现了这个自然界的基本规律，他发
现光的能量必须按照一个最小的单位均匀地分成一份一份的。

这是我能给的最简短的回答，比关于椅子的回答长了很多。更严重的是，如
果你对物理比较生疏，你读完以后可能依然是一头雾水，脑子会出现更多的
问题：什么是场？激发是什么？为了回答这些新问题，我不得不使用一些新
的物理名词；于是你会有新问题，我则继续引入更多的物理名词。如此反复，
最后我发现必须写一本书才能回答，什么是量子？在强烈的好奇心驱动下，
你开始期待我将要写的书，或者着急地开始看其他介绍量子力学的书。很快
你会发现，这比读一本专门介绍椅子的书难多了：你必须学一些新数学，比
如矩阵的知识，还要做一些练习。就像你读一本微积分方面的书，如果你不
动笔算几个微分积分，你是不可能真正读懂这本书，了解什么是微积分的。
一段时间以后，非常有可能你遇到的困难开始和你的好奇心竞争。我希望你
的好奇心会赢得胜利，你会坚持把书读完。
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吴飙 RX 什么是量子？

我在本章采取一个折中方案，用一段不涉及数学的文字来介绍量子力学。我
希望读者读完以后对量子力学有个完整的大致的了解，同时能清楚地知道

什么不是量子？

从而能分辨日常生活中碰到的各种 ǳ量子Ǵ 招牌的虚实。

普朗克 RNyy 年的发现是划时代的，他不经意间推开了量子世界的大门。他
被尊称为量子之父。后来许多伟大的物理学家，包括爱因斯坦、玻尔、德·
布罗意、海森堡、狄拉克、费米、薛定谔，在实验的启发下继续沿着普朗克
开创的道路探索，最后在 RNke 年创立了一个完整的新的物理理论框架，量
子力学（[m�MimK K2+?�MB+b）。

人们现在习惯性用 ǳ量子Ǵ 来命名和界定任何和量子力学相关的概念、学科、
技术和器件等。举几个例子。为了和信息熵等区别，物理学家把在量子力学
的理论框架里定义的熵称作为量子熵。量子化学是化学的一个分支，在这里
化学家们试图利用量子力学的理论去理解原子分子的光谱，分子中键的形成
等。量子点是物理学家在实验室里加工出来的几个纳米大小的器件，电子由
于被限制在一个很小的空间运动，从而具有不连续的分立的量子能态，必须
用量子力学才能理解。

量子力学是一场科学上的革命，几乎颠覆了以牛顿力学为代表的经典物理的
所有观念。在我看来，这个革命比相对论更深刻，更具冲击力。这主要体现
在如下六个方面。

RX 量子性 @ 量子是物理中各种基本场的最小单位激发。激发是个物理名
词，指的是通过输入一些能量来扰动一个物理系统。比如搅动一盆完
全静止的水。日常的经验告诉我们，原则上我们只要足够小心，搅动
可以连续地从零一直渐渐增大，整盆水则会从有轻微的波纹逐渐变得
水花四溅。也就是说，在经典物理里，激发是可以任意小的。但量子力
学告诉我们，对于自然界的各种基本场，比如电磁场，这是不可能的，
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吴飙

激发必须大于一个最小的单位，即量子。这是最早发现的一个量子力
学的基本特征，和经典物理有着根本的不同。量子力学也因此而得名。

kX 海森堡不确定性原理 @ 当你坐在沙发上看世界杯时，你的位置是确定
的，你的速度也是确定的，零。你的导航器会告诉你在什么地方应该右
转同时也会提醒你已经超速了。这些日常经验告诉我们：一个物体可
以同时具有确定的位置和速度。这和牛顿力学完全吻合。在牛顿力学
里，一个粒子不但同时有确定的位置和速度而且必须同时有，不然我
们都无法确定一个粒子的运动状态。在量子力学里，事情变得非常不
一样。海森堡不确定性原理告诉一个粒子不可能同时具有确定的位置
和速度：如果一个粒子的位置是确定的，它的速度就完全不确定；反
之亦然。我们在日常生活中感受不到海森堡不确定性原理的效应。原
因是我们平时对位置和速度的测量在原子尺度上还非常不精确。

由于海森堡不确定性原理，一个原子在绝对零度（自然允许的最低温
度）时也不会被完全 ǳ冻Ǵ 住。如果原子完全 ǳ冻Ǵ 住不动了，那它的
位置就确定了，速度是零所以也是确定的。这违反海森堡不确定性原
理，因此世界上没有完全静止的原子。即使在绝对零度，原子也会振
动。物理学家把这种振动叫做零点振动。氦原子的零点振动尤其显著，
以至于氦在绝对零度仍然处于液体状态。在绝对零度时，只有氦还能
处于液态，所有其他物质都会变成固体。由于这个原因，液氦成为所
有极低温制冷机的必需工作物质。

jX 态叠加原理 @ 在经典物理描述的世界里，任何一个物体在任何时刻都
有确定的位置。这和我们日常的经验非常符合：你在上班就不可能在
家里休息；当警察拿出监控录像证实你在犯罪现场，没人会相信你那
个时候在家里睡觉。

但在量子世界，即量子力学描述的世界里，一个物体可以同时处于两
个不同的地点或具有不同的速度。比如氢原子中的电子可以同时处于
质子的左边和右边，电子还可以同时绕着质子顺时针转和逆时针转。薛
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吴飙 RX 什么是量子？

定谔猫则是对这个神奇而古怪的量子现象的戏剧性描述：一只猫可以
同时是活的和死的。类似地，一盆水可以同时是冷的和热的；太阳可
以同时在东方升起和西方落下。这些情况你当然从来没有碰到过。但
根据量子力学，这些现象在原则上都可以发生。至于这些神奇的量子
现象为什么只出现在微观世界而在日常生活中看不到，物理学家还在
探索中。

9X 量子随机性 @ 假设有一个粒子，它处于一个位置的叠加态，即它同时
处于 � 点和 " 点。现在我们对它的位置进行测量，确认它到底位于何
处。量子力学告诉我们测量结果是随机的：可能是 � 也可能是 "。但
这种随机性和日常生活中遇到的随机现象有根本的不同。

日常生活中的随机现象来自我们的无知：一个箱子有红白两种球，如
果箱子是透明的，你能准确地拿到你想要的红球；如果箱子不透明，你
想拿到你喜欢的红球只能希望得到幸运女神的眷顾。在量子力学里，测
量结果的随机性是内在的，源自上面提到的态叠加原理。如果箱子里
的那些球是量子的，处于红色和白色的叠加态，那么即使那个箱子是
透明的，你也无法保证你每次能拿到红球。

8X 量子全同性 @ 在日常的宏观世界里，相同其实是个近似的概念。当我
们认为两个物体相同时，其实是在说对于我们关心的性质这两个物体
没有区别；但只要观察足够仔细，我们还是能区别它们的。比如两枚
一元的硬币，如果我们只是用它们买东西，即使一新一旧，我们也认
为它们没有区别。如果我们一定要区分它们，那么即使两枚硬币都是
崭新的，我们也能找出办法来区别它们，比如用显微镜。我们一般无
法区分同卵双胞胎，但他们的父母总是能区分，因为父母观察得更仔
细。

在量子力学里，相同是绝对的。两个电子是相同的，你不可能用任何
方法把它们区分开；两个光子是相同的，你不可能用任何方法把它们
区分开。为了强调这种绝对的相同，在量子力学里，我们称电子是全
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吴飙

同的，光子是全同的。这种量子的全同性会体现在统计概率里。我们
举个例子。两枚普通的硬币有四种可能状态：两枚都朝上、两枚都朝
下、硬币 R 朝上硬币 k 朝下、硬币 R 朝下硬币 k 朝上。但是如果这两
枚硬币具有量子全同性，那么你就没有任何办法区分这两枚硬币，从
而不能指定哪个是硬币 R 哪个是硬币 k。因此这时它们最多只能有三
种状态：两枚都朝上、两枚都朝下、一枚硬币朝上一枚硬币朝下。对
于普通的硬币，四种可能性中的每种出现的几率是 Rf9，所以一枚硬
币朝上一枚硬币朝下出现的几率是 Rfk。但对于全同的量子硬币，一
枚硬币朝上一枚硬币朝下出现的几率是 Rfj 或者 R（因为有些情况下，
两枚全同的硬币不允许同时向上或向下，参见第二章中的相关讨论）。

eX 量子纠缠 @ 当你匆忙出门旅行，到达目的地后发现包里只有一只右手
手套。无论你离家多远，你立刻知道被遗忘在家里的那只手套是左手
的。乾隆皇帝于 RdNe 年 k 月 N 日宣布让位嘉庆，嘉庆皇帝的权威瞬
间覆盖了整个广袤的大清帝国：新疆的臣民不会因为几天后才收到这
个消息而不承认嘉庆皇帝 k 月 N 日当天颁布的诏书。在日常生活中我
们经常遇到这种瞬间的不费时的信息关联，为了方便起见我们把它叫
做超距关联。超距是个物理名词，用来描述不需要花费时间就可以穿
越任何空间距离的现象。这种超距关联发生的前提条件是，我们事先
掌握事情的整体情况：一副手套总是有一只左手手套和一只右手手套；
清朝皇帝颁布的法律无条件在整个大清帝国立刻生效。

量子世界里也有类似的超距关联，物理学家把它称作量子纠缠。假设
有两个量子粒子甲和乙，它们处于一个量子状态，一个粒子具有速度 v

另一个具有速度 −v。那么当我们通过测量了解到甲粒子具有速度 −v，
那么无论乙粒子离得多远我们立刻会知道乙粒子具有速度 v。量子纠
缠的这种超距关联和经典超距关联是如此类似，以至于很长时间物理
学家认为它们就是一回事。直到 RNe9 年，物理学家贝尔证明了一个著
名的不等式，物理学家才意识到它们的不同。贝尔发现经典超距关联
总是满足这个不等式；而量子纠缠则可以违反这个不等式。物理学家
已经在实验上对量子纠缠进行了仔细的观察，发现它确实会违反贝尔
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不等式。在第七章，我们将证明贝尔不等式并讨论其意义。

除了超距关联，量子纠缠还有一个惊人的特征：纠缠的粒子会失去自
我。如果你了解一对夫妻，那么说明你了解夫妻双方各自的特点，比如
丈夫比较沉默妻子比较健谈。但是如果这对夫妻处于量子纠缠态，那
么丈夫会具有妻子的性格而妻子也会具有丈夫的性格：他们两人都既
沉默又健谈，他们失去了独立的自我。幸好日常生活中量子纠缠效应
完全消失了，不然我们的生活会非常有趣。物理学家迄今还没有完全
理解量子纠缠效应为什么在日常生活中消失了。

看起来无比古怪的量子力学是物理学中最成功的理论，它不但能精确地描述
了夸克、中微子、原子等微观粒子的行为，也能很好地解释金属为什么会导
电、磁铁为什么会有磁性。量子力学是物理学里最成功的理论，和相对论一
起构成了现代物理学的两大理论支柱。和所有成功的物理理论一样，量子力
学催生了许多革命性的技术。

我们先来看看倍受媒体关注的量子通信和量子计算机。量子通信主要是利用
量子力学的基本原理来实现对通信的加密。相对于量子通信，我们把日常生
活中接触的通信叫做经典通信。这项技术的基本原理在上世纪九十年代就已
经基本完善，现在技术层次上还有很大的提高空间，它的潜在应用值得进一
步探索。但大型跨国公司（比如，谷歌、微软、A"J）似乎看淡它的商业应
用价值，在这个领域投入的积极性远逊于量子计算。无论怎样，量子通信技
术的发展依然代表着人类挑战技术极限的勇气：我们到底能在多大的空间尺
度上控制两个或多个粒子间的量子纠缠呢\

量子计算机试图实现普通计算机的功能，但它的运行原理非常不一样，是基
于量子力学的基本原理。为了便于区分，我们把现在随处可见的计算机叫做
经典计算机。科学家发现量子计算机可能比经典计算机更强大。但是迄今科
学家只能展示量子计算机在整数因子分解、随机搜索等少数问题上比经典计
算机优越，科学家也并不完全清楚量子计算机为什么比经典计算机强大。更
重要的是，量子计算机的技术难度非常大。尽管各国政府和世界最大的跨国
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公司（比如，谷歌、微软、A"J）投入了大量的人力和物力来发展量子计算
方面的技术，我们依然没有一台实用的量子计算机。我个人观点是，在可预
见的未来，比如 8y 年以内，人类还造不出在计算速度上超越经典计算机的
通用量子计算机。我们在第九和第十章将详细介绍量子计算和量子通信。

由于稳定性差，量子通信永远也不会代替经典通信进入我们的日常生活；由
于技术的困难，超越经典计算机的量子计算机还遥遥无期。媒体对量子通信
和量子计算机应用前景的报道过于乐观。这些报喜不报忧的媒体报道使 ǳ量
子Ǵ 成为一个时髦的流行词，很多商家借机推出了很多混淆视听的 ǳ量子Ǵ
产品。事实上这些产品和量子力学没有任何直接或间接的关系。据我了解，
除了一个例外，市场上所有以“量子”命名的产品和量子力学没有任何关系，
只是一种营销手段。这个例外是量子点显示器，它属于我们下面要介绍的隐
性量子技术。

和量子力学相关的技术其实早已深入我们日常生活的每个角落。只是在这些
技术里，量子力学像一个不求名利的幕后英雄，商家也没有用 ǳ量子Ǵ 这个
招牌来营销这些技术。我们以手机的芯片为例来展示一下量子力学对技术发
展的革命性贡献。现代手机芯片大概一个指甲盖那么大，含有几十亿个晶体
管，每秒能处理十亿次左右的运算。没有量子力学，这是不可能的！人们很
早就注意到了金属会导电，而以金刚石为代表的各类宝石却不会导电。物理
学家无法用经典物理来理解这些现象。最后在量子力学的帮助下，物理学家
成功地解释了这些材料的导电性质，并且发现了一种介于金属和绝缘体之间
的材料，半导体。通过物理手段人们可以轻易地调节半导体的导电性能，让
它在导电和不导电间快速切换。利用半导体的这个独特的性质，物理学家在
RN9d年发明了晶体管。在以后的几十年里，工程技术人员不断完善和发展晶
体管工艺，晶体管越变越小，现在手机芯片上的晶体管只有十几个纳米（约
一米的一亿分之一）大小。

为了方便讨论，我把量子通信和量子计算机叫做显性量子技术，把以芯片为
代表的量子技术叫做隐性量子技术。它们的共同点是：量子力学在这些技术
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图 RXR, （左）电子真空管计算机；（右）电子真空管收音机。

中起着至关重要的决定性作用。不同点是：在显性量子技术里，量子力学是
个台前台后的英雄，前面提到的量子力学的特征，特别是态叠加原理、量子
随机性、和量子纠缠，在显性量子技术实现的功能里会直接体现出来。在隐
性量子技术里，量子力学则是一个幕后英雄，在这类技术实现的功能里量子
力学的特征消失得无影无踪。显性量子技术实现的功能原则上无法用非量子
技术（或经典技术）实现；隐性量子技术实现的功能原则上可以用经典技术
实现，只是量子力学的出现使这类技术变得更小更快更精。量子通信的远程
密钥分配和量子计算机里的某些逻辑门在原则上是无法用任何经典技术实
现的。以晶体管为基础的芯片是隐性量子技术，因为在晶体管出现以前，人
们已经用电子真空管造出了计算机。但电子管计算机异常庞大，一台计算机
需要占据几个房间，速度还很慢。在上世纪八十年代，普通人家中还能常见
到一种硕大的收音机。这些收音机由于使用电子管而体积庞大。我们日常用
的硬盘也是一种隐性量子技术。这种磁存储技术根植于量子力学。物理学家
发现，电子具有自旋，一种非常神奇的微观特征。如果你想用一个图像来理
解自旋，你大致可以把它想象成一个永不停息的陀螺。由于具有自旋，电子
很像一个微小的指南针。基于这个认识，物理学家在量子力学的帮助下解释
了磁铁为什么具有磁性，并进一步发展了磁存储技术。现在一个普通的硬盘
可以装下上千万本图书。没有这些磁存储器，我们当然可以用普通的纸张、
印刷技术或者胶片来存储信息，只是这些技术相对于磁存储不够轻巧和快速。

在量子技术中，显性量子技术离我们的日常生活还远；隐性量子技术则已经
深刻地改变了我们的日常生活。
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量子力学非常成功，但它描述的世界却非常古怪，和我们的日常经验大相径
庭。前面提到的量子力学的六大特征就是对这种“古怪”的简短描述。哲学
家对量子力学的这种“古怪性”进行过很多讨论。现在有人将量子力学的这
种“古怪性”和佛教等宗教联系起来，还有人提“量子心理学”等理论。这
些都是牵强附会，量子力学是一门科学，它已经经过实验的严格检验，它的
进一步的发展依然需要实验的推动和检验。对量子力学空泛的讨论和量子作
为一个招牌带来的喧嚣最终都会被时间淘汰。被时间挽留下来的才是科学的
实实在在的量子。
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第二章 量子力学简史

量子力学的创立是一段充满传奇英雄和故事的令人心潮澎湃的历史，其中的
每个人物都值得我们每代人去颂扬，每个突破都值得我们去细细回味。让我
们记住这些英雄的名字

普朗克、爱因斯坦、玻尔、德·布罗意、海森堡、泡利、狄拉克、
费米、玻恩、玻色、薛定谔、XXXXXX

他们中的每个人及其取得的成就都值得我们用书、音乐、电影、互联网等所
有可能的传媒来记载、传播。他们和他们的科学超越国界，属于我们整个人
类。由于篇幅的限制，我在这里只能做简短的介绍。

kXR 量子的诞生

普朗克（J�t SH�M+F- R383 @ RN9d）从任何角度看都是
一个典型的知识分子。他 R383 年出生于一个知识分子
家庭，曾祖父和祖父都是神学教授，父亲则是法学教授。
他从小受到了优良的教育，他会包括钢琴、管风琴和大
提琴在内的多种乐器，会作曲和写歌，但他最终选择了
物理。普朗克事业非常顺利，kR 岁获得博士学位，随后
开始在研究上取得进展，kd 岁成为基尔（EB2H）大学的
副教授，jR 岁继任基尔霍夫（:mbi�p _Q#2`i EB`+??Qz-
R3k9 @ R33d）在柏林大学的位置，j年后成为柏林大学的

普朗克

（R383@RN9d）

正教授。他为人正直、诚实，没有任何怪癖和奇闻异事。如果没有发现 ǳ量
子Ǵ，他可能也会和其他典型的知识分子、名牌大学教授一样埋没在历史的
尘埃里。
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R3N9 年普朗克做了一个改变整个物理史的决定，他开始研究黑体辐射。黑
体是一种能够吸收所有入射光的物体，远处建筑物上黑洞洞的窗户就是黑
体。黑体在吸收所有入射光的同时也会向外辐射光。最早研究黑体辐射的正
是普朗克的前任基尔霍夫。前期的研究表明黑体辐射和构成黑体的具体材料
无关，是普适的。后来维恩（qBH?2HK qB2M- R3e9 @ RNk3）发现了一个公式，
表明黑体的辐射功率和辐射频率之间有一个普适的关系。从 R3N9 年开始，
在接下来的五年左右时间里，普朗克在黑体辐射方面发表了一系列文章，但
没有实质性的突破。他只是用新的方法重新得到了前人的结果，比如维恩的
黑体辐射公式。

与此同时，位于柏林的帝国物理和技术研究所（S?vbBF�HBb+?@h2+?MBb+?2 _2@
B+?b�Mbi�Hi）的实验物理学家正在工业界的支持下测量黑体的辐射谱。当时
普遍认为研究黑体辐射可以提高照明和采暖技术。帝国研究所的物理学家
们一开始主要测量频率较高的辐射，他们发现实验结果和维恩的公式非常吻
合。通过提高测量技术，他们不断向低频辐射推进。在 R3NN年，他们已经发
现在低频区维恩公式和实验测量结果有一些小的偏差；到 RNyy 年秋天，他
们在频率更低的区域发现维恩公式和实验测量有严重偏差- 这个偏差不可能
解释为实验测量的误差。普朗克第一时间知道了实验结果。面对冰冷确凿的
实验数据，他不得不回过头来重新审视自己的理论。他很快发现在推导维恩
公式的过程中只要稍稍改变一个熵的表达式就可以得到一个新的黑体辐射
公式，

u(ν) =
8πbν3

c3
1

eaν/T − 1
UkXRV

其中 ν 是辐射的频率而 a 和 b 是两个常数。普朗克发现这个公式和实验结
果完全符合，RNyy 年 Ry 月 kN 日他在柏林科学院的一个会议上宣布了这个
结果。但普朗克对结果并不十分满意，因为他不理解为什么要改动熵的公式，
他想理解这个正确的黑体辐射公式后面的物理。经过一个多月的努力后，普
朗克找到了答案。他假定处于辐射场中的电偶极振子的能量是一份一份的，
每份的大小正比于振动的频率。即可以把每份能量写成 hν，这里 h 是一个
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常数。利用这个假设和玻尔兹曼熵的公式，普朗克将自己一个多月前得到的
黑体辐射公式改写为

u(ν) =
8πhν3

c3
1

ehν/kBT − 1
UkXkV

这个公式和公式 UkXRV 相比只是将以前的常数 a 和 b 换成了 h 和 kB。这是
一个数学上很平庸的变换，但物理上却是革命性的R。h 就是大家现在熟知
的普朗克常数，而 kB 则是玻尔兹曼常数。通过和实验结果比较，普朗克发
现 h = 6.55× 10−272`;·b2+，kB = 1.346× 10−162`;fEk。而最新测量结果是
h = 6.62607015× 10−272`;·b2+，kB = 1.380649× 10−162`;fEj。

RNyy 年 Rk 月 R9 日，柏林科学院又召开了一个会议，普朗克在会上宣布了
这个结果。量子就这样诞生了。

为了还原历史，我们看一下普朗克自己在论文里是如何引入 ǳ量子Ǵ 的。普
朗克用德文写道 (�MM�H2M /2` S?vbBF- pQHX 9- TX 88j URNyRV)，

1b FQKKi MmM /�`�m7 �M- /B2 q�?`b+?2BMHB+?F2Bi W /�7Ƀ` xm
}M/2M- /�bb /B2 N _2bQM�iQ`2M BMb;2b�Ki /B2 a+?rBM;mM;b2M@
2`;B2 UN #2bBix2MX >B2`xm Bbi 2b MQir2M/B;- UN MB+?i �Hb 2BM2
bi2iB;2- mM#2b+?` MFi i2BH#�`2- bQM/2`M �Hb 2BM2 /Bb+`2i2- �mb 2BM2`
;�Mx2M w�?H pQM 2M/HB+?2M ;H2B+?2M h2BH2M xmb�KK2M;2b2ixi2
:`ƺbb2 �m7xm7�bb2MX L2MM2M rB` 2BM2M bQH+?2M h2BH 2BM 1M2`;B22H2@
K2Mi ϵ- bQ Bbi KBi?BM xm b2ix2M

UN = P ϵ

rQ#2B P 2BM2 ;�Mx2- BK �HH;2K2BM2M ;`Qbb2 w�?H #2/2mi2i- r ?`2M/
rB` /2M q2`i pQM ϵ MQ+? /�?BM;2bi2HHi b2BM H�bb2MX

R 普朗克的这个推导其实还是错的；直到 RNk9 年，印度物理学家玻色才第一次给出了黑
体辐射公式的正确推导。

k尔格（2`;）是一种旧的能量单位，R 尔格 4Ry−7 焦耳
j根据最新国际计量标准（i?2 AMi2`M�iBQM�H avbi2K Q7 lMBi2bUaAV）的规定- 这两个物理

常数确定地具有这两个值，没有任何误差。
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这段话的大意是

现在需要找出 N 个偶极振子总共具有能量 UN 的几率 W。这里
有必要把 UN 理解为一个由整数个均分单元构成的离散变量，而
不是连续的，可以无限细分的。我们把这个均分的能量单元叫做
ϵ，这样我们有

UN = P ϵ

这里 P 是整数，一般很大，而 ϵ 的值还不确定。

经过几代物理学家的努力，我们现在已经有了一个逻辑严格而内容无比丰富
的知识体系，量子理论。这既包括我们通常所说的量子力学也包括描述基本
相互作用的量子场论。同时基于这些知识发展出来的半导体、激光等技术已
经和正在改变我们的日常生活。而这一切都始于这段简短得有些不起眼的文
字。这就是思想的力量和神奇。

kXk 艰难起步

普朗克的黑体辐射公式取得了巨大的成功，被越来越多的实验证实。但普朗
克的量子- hν，却并没有引起特别多关注。当时的物理学家，包括普朗克自
己，都没有意识到量子力学的大门已经被推开，更没有想到量子力学的风暴
将在今后的二十多年里席卷整个物理学界，彻底改变人们对自然的认识。普
朗克在接下来的几年里，不是试图去推广和发展他的 ǳ量子Ǵ，而是努力为
它寻找一个经典的解释。这当然是徒劳，以至于后来普朗克在量子理论的进
一步发展中不再有任何实质贡献。但是这样伟大的结果不可能被完全忽视。
洛伦兹（>2M/`BF �MiQQM GQ`2Mix- R38j @ RNk3）从 RNyj 年开始关注这个问
题，他的结论是普朗克的量子和经典理论是无法调和的。由于洛伦兹在当时
物理学界的重要地位，普朗克的量子开始引起更多物理学家的关注，但依然
被绝大多数物理学家忽视。

这些发展引起了瑞士伯尔尼专利局一个年轻职员的关注，他叫爱因斯坦（�H@
#2`i 1BMbi2BM- R3dN @ RN88）。此人天赋异禀，具有一双洞穿世俗的眼睛，总
能透过大家熟知的公式看到崭新的物理。我们回顾一下普朗克的黑体辐射公
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式 UkXkV。当频率很大时，即 hν ≫ kBT，我们近似地有 ehν/kBT ≫ 1。所以
我们可以忽略分母中的 R 得到

u(ν) =
8πhν3

c3
e−hν/kBT UkXjV

这就是前面提及的维恩的黑体辐射公式。注意, 这个公式里含有普朗克常数
h。现代物理学家都知道，如果一个公式里含有普朗克常数 h，那这个公式
一定描述了某个量子现象或过程。维恩于 R3Ne 年首次推导出这个公式，几
年后普朗克又重新推导了这个公式。但是维恩和普朗克当时都没有看出隐藏
在这个著名公式后的量子物理。

RNy8 年，爱因斯坦看透了这个为人熟知的公式，发现了它后面隐藏的量子。
通过和经典气体的熵类比，爱因斯坦发现黑体辐射可以看作是一种特殊的由
ǳ光子Ǵ 构成的气体，每个光子的能量是 hν。在 RNy8 年发表的这篇论文里
(�MMX S?vbX Rd URNy8V Rjk)，爱因斯坦没有使用 ǳ光子Ǵ
这个词，用的是能量量子（2M2`;v [m�MimK）或光量子
（HB;?i [m�MimK）。但他明确地意识到了光具有粒子的性
质。相对于普朗克，爱因斯坦对光的理解显然往前迈了
一大步。在这篇论文里，爱因斯坦开门见山地指出：粒
子和波的行为有本质的不同，光虽然被广泛认为是一种
波，但在很多现象里，比如黑体辐射、荧光、和光致阴
极辐射，光的行为更像粒子。他说自己这篇论文的目的

爱因斯坦

（R3dN@RN88）

就是阐述这种理解并给出这种理解的事实基础。在这篇论文后半部分，爱因
斯坦利用光量子的概念轻松地解释了光电效应——当这些“光子”和金属中
的电子碰撞时，要不全部被吸收，要不完全不被吸收——并基此给出了描述
光电效应的公式。RNkR 年爱因斯坦因为这个光电效应的工作获得诺贝尔奖。
在 RNy8 年，爱因斯坦还提出了狭义相对论。但在和朋友的通信里，他把他
的光子理论描述为“革命性的”，而不是他的相对论。因为在当时的物理学
界，所有的人都认为光不是粒子，而是一种波——按照麦克斯韦方程振动和
传播的电磁波。
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同样是面对 ǳ量子Ǵ，普朗克、洛伦兹和爱因斯坦的态度截然不同。普朗克有
些不情愿，认为这只是自己推导过程不得不临时借用的一个小技巧，在某个
改进的推导里，ǳ量子Ǵ 会自动消失。洛伦兹对 ǳ量子Ǵ 一开始也是持怀疑态
度，但他的理论功底显然更深厚。经过一段时间的研究后，洛伦兹非常确信
ǳ量子Ǵ 是不可能从经典物理里推导出来的，但他却没有进一步发展和推广
ǳ量子Ǵ 的想法。天才的爱因斯坦则是立刻认识到了 ǳ量子Ǵ 是个革命性的想
法，不但进一步发展了这个概念而且马不停蹄地将它进行了应用，解释了光
电效应，爱因斯坦由于这个工作于 RNkR 年获得了诺贝尔物理学奖。

如果说普朗克推开了量子力学的大门，那么他只是推开了一条若隐若现的很
小的缝，随后自己走开了，回到了经典物理。洛伦兹意识到了门后是一个非
常不一样的世界，他却无力或无意跨进去。爱因斯坦则是将门完全推开，勇
敢地闯了进去。在 RNy8 年，爱因斯坦还提出了令他闻名世界的狭义相对论。
但是在接下来的五年里，爱因斯坦却花费了更多的时间去发展量子理论，而
不是相对论。

那时的爱因斯坦还只是伯尔尼专利局的一个年轻职员。他的光量子论和对光
电效应的解释并没有立刻产生什么影响。在物理圈里几乎没有人讨论它们。
但年轻的爱因斯坦义无反顾地继续在量子的世界里奋力前行。RNyd 年，爱
因斯坦取得了一个重大进展，他将普朗克的黑体辐射公式应用到了一个完
全不同的领域，固体比热。爱因斯坦认为固体中原子振动的能量也是一份一
份的，它们应该同样遵守普朗克的黑体辐射公式。当时物理学家已经将温度
降到摄氏 −250◦，他们在实验中发现固体比热会随着温度降低大幅减小。经
典理论完全无法解释这个现象。爱因斯坦利用普朗克的公式发现，固体的比
热确实会随温度降低而减小，而且自己推导出来的公式和已经发表的实验结
果吻合得非常好。爱因斯坦的这个新结果依然没有得到立刻的欢呼。绝大多
数的物理学家依然对量子理论毫无兴趣。但是爱因斯坦关于固体比热的理论
引起了一个化学家的注意，他就是能斯特（q�Hi?2` L2`Mbi- R3e9 @ RN9R）。
他深刻地意识到了量子理论的重要，他不但自己开始继续发展和应用爱因
斯坦的量子理论，而且鼓励自己的同事和助手应用它。这时已经是 RNRy年了。
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在能斯特的推动下，第一届索尔维会议RNRR 年在布鲁塞尔召开，大会题目
是《辐射和量子》（_�/B�iBQM �M/ i?2 Zm�Mi�）。洛伦兹是大会主席，爱因
斯坦应邀参加，报告的题目是《比热问题》（h?2 T`Q#H2Kb Q7 bT2+B}+ ?2�i）。
量子理论终于走出了襁褓，开始大步向前。

kXj 氢原子

第一届索尔维会议后，量子理论终于走到了物理学的前沿，相关的论文数量
开始台阶式地增加。RNRj 年，量子理论又有了一个里程碑式的突破，玻尔
（"Q?`）提出了氢原子的量子理论，将量子物理方面的研究推向了一个高潮。
要说清楚玻尔的工作我们必须先回顾一段历史。

在十九世纪末，经典物理的理论框架已经完全建立，以至于很多人乐观地认
为今后的物理学家只能在建好的物理大厦内当个装修工。在 RNyy 年 9 月的
一个著名演讲里，开尔文爵士（qBHHB�K h?QKbQM- Rbi "�`QM E2HpBM- R3k9
@ RNyd）宣布物理学的天空只剩下两朵乌云，以太问题和比热问题。9 并不
是所有的物理学家都这么乐观，因为经典物理没有回答一个很基本的物理
问题，世界是由什么构成的？通过热力学和统计力学研究，很多物理学家都
接受了物质是由原子和分子构成的观点。但由于当时没有原子和分子存在的
直接实验证据，也有很多科学家不接受这个观点，比如马赫（1`Mbi J�+?-
R3j3@RNRe）等人提出了能质说。即使接受了原子假说，人们依然不清楚原子
是什么：它是由更小的物质构成的还是以太的一个涡旋？

理论虽然不完善，实验技术却在不断发展：实验物理学家提高了光谱分辨
率、取得了更低的温度、抽取了更高的真空。这些发展大幅提高了实验精

9有一个广泛流传的说法，两朵乌云是指以太问题和黑体辐射问题。这是错误的！开尔文
爵士演讲稿最后整理发表了 (h?2 GQM/QM- 1/BM#m`;?- �M/ .m#HBM S?BHQbQT?B+�H J�;�xBM2
�M/ CQm`M�H Q7 a+B2M+2- kUdV- R@9y URNyRVX)，论文题目是 LBM2i22Mi? +2Mim`v +HQm/b Qp2`
i?2 /vM�KB+�H i?2Q`v Q7 ?2�i �M/ HB;?i。在这篇论文里，开尔文爵士根本没有提及黑体辐射。
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图 kXR, 氢原子的光谱线。这里只画了巴耳末谱线和莱曼谱线。

度，让观测范围更大、测量精度更高、结果更可靠。前面已经提及，由于获
得了更低的温度，物理学家发现固体或气体的比热会随温度变化。另外，为
了提高分辨精度，物理学家用光栅代替了牛顿的棱镜，详细分析了很多原子
分子气体的光谱，发现它们是分立的（见图kXR）。基于这些实验结果，巴耳
末（CQ?�MM "�HK2`- R3k8 @ R3N3）R338 年发现了一个经验公式，可以描述
部分氢原子的光谱。在此基础上，R333 年里德堡（CQ?�MM2b _v/#2`;- R389
@ RNRN）总结出了一个更普遍的氢原子光谱经验公式，

1

λ
= RH

( 1

n2
1

− 1

n2
2

)
UkX9V

其中 λ 是氢原子分立光谱对应的波长，RH 是一个常数，n1 和 n2 是整数。
当时的物理学家觉得这些规则的光谱线非常神秘，不清楚它们的起源。下面
我们会看到，这个经验公式其实反映了原子内部电子的运动，它的意义和开
普勒总结的行星运动的三大定律一样重要。

汤姆逊（CX CX h?QKbQM- R38e @ RN9y）是一位少年天才，
R9岁上大学。R339年，年仅 k3岁的汤姆逊被聘为剑桥大
学的卡文迪许教授，从数学和理论物理学家摇身一变为实
验物理学家。R3Nd 年汤姆逊细致地研究了阴极射线，通
过将阴极管抽到很高的真空他精确测量了阴极射线粒子
的性质。汤姆逊发现无论阴极是什么材料，它发射出的这
个粒子的质量和电荷都是一样的，而且这个粒子的质量比

汤姆逊

（R38e@RN9y）

氢原子小一千多倍。汤姆逊发现的这个粒子叫电子。基于这个发现，汤姆逊
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开始利用自己深厚的理论功底建立原子的模型，他认为原子是个球状的带正
电荷的胶质物，点状的电子一个个嵌于其中。虽然只和实验结果定性吻合，
汤姆逊的原子模型在 RNRy 年以前是最被认可的原子模型。

汤姆逊不但自己的科研很成功得了诺贝尔奖，还培养了八个诺贝尔奖得主，
其中就有马上要登场的卢瑟福和玻尔。而且他的儿子也得了诺贝尔奖。

图 kXk, 汤姆逊的原子模型。正电荷均匀分布在一个球里面；带负电的电子
则点缀在这个均匀正电介质里。

卢瑟福（1`M2bi _mi?2`7Q`/- R3dR @ RNjd）R3dR 年生于
新西兰，k9 岁赴英国剑桥大学留学，成为汤姆逊的研究
生。卢瑟福 kd 岁时在汤姆逊的推荐下成为加拿大麦吉
尔大学的教授。RNyd 年，卢瑟福又回到英国成为曼彻斯
特大学的教授。卢瑟福在麦吉尔大学工作期间系统研究
了核辐射，发现了阿尔法和贝塔两种不同的射线、半衰
变期等核现象。由于这些成果，他于 RNy3年获得了诺贝
尔化学奖。获奖后的卢瑟福毫不松懈，继续努力。一年

卢瑟福

（R3dR@RNjd）

之后，RNyN 年，卢瑟福做了他一生中最重要的实验。在这个实验里，卢瑟福
让他的助手盖革（CQ?�MM2b ǳ>�MbǴ :2B;2`- R33k @ RN98）和马斯登（1`M2bi
J�`b/2M- R33N @ RNdy）用阿尔法粒子轰击一层薄薄的金箔。他们出乎意料
地发现阿尔法粒子在撞击金箔后会发生大角度散射。按照汤姆逊的原子模
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型，原子的正电荷均匀分布在原子里面，而电子的质量又远远小于阿尔法粒
子，所以带正电的阿尔法粒子会几乎毫无阻碍地穿过原子，最多发生一些小
角度散射。根据这个实验结果，卢瑟福大胆地推翻了他老师汤姆逊的原子模
型，建立了自己的原子模型。卢瑟福认为原子里有一个很小的原子核，几乎
所有原子的质量都集中在这个核上。但是卢瑟福没有明确指出电子是如何分
布在原子里的。卢瑟福的原子模型并没有立刻引起很多关注。RNRk 年他的
实验室来了一个叫玻尔的年轻丹麦人，他彻底革新了人们对原子的认识。

尼尔斯·玻尔（LB2Hb "Q?`- R338 @ RNek）R338年出生于丹麦的一个书香门第，
父亲是哥本哈根大学的医学教授，母亲也是知书达理。他从小受到了很好的
教育，非常喜欢踢足球。玻尔有个弟弟，哈罗德·玻尔（>�`�H/ "Q?`- R33d
@ RN8R）。哈罗德虽然小两岁，但似乎一切都比哥哥优秀。哈罗德足球比哥哥
踢得好，是丹麦 RNy3 年奥林匹克足球队的成员；他比哥哥早一年获得硕士
学位，早一年获得博士学位。但最后哥哥，尼尔斯·玻尔，成了更有名的玻尔。

玻尔在 RNRR年 9月获得了博士学位。他博士论文研究的
是金属的电子理论，玻尔在论文中得到了一个非常重要
的结论：当时的金属电子理论不可能解释铁的磁性。按
现代的说法，经典理论是无法解释磁性的。这个结果现在
被称作玻尔@范卢文定理（"Q?`@p�M G22mr2M i?2Q`2K）。
这个结果一定给年轻的玻尔留下了深刻的印象：经典理
论是有缺陷的。同年 N 月在嘉士伯基金（对，就是那个
啤酒公司）的支持下，玻尔来到了汤姆逊的卡文迪许实 玻尔（R338@RNek）

验室，开展阴极射线的研究。玻尔似乎没有得到汤姆逊赏识，于是 RNRk 年
初他接受卢瑟福邀请转到了曼彻斯特大学。玻尔立刻被卢瑟福的原子模型吸
引。更重要的是，由于自己在博士期间研究过电子，玻尔马上开始思索该如
何嵌入电子得到一个稳定的原子模型。在 RNRk 年夏天，玻尔的理论已经基
本成形，他在一份文件里向卢瑟福描述了自己的想法。玻尔认为为了让原子
稳定，必须引入量子的概念。RNRj 年，玻尔连续发表了三篇论文，向世界宣
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布了自己的原子理论。

图 kXj, （甲）玻尔的原子模型：电子只能处于一些特定的轨道。当电子从能
级 E2 跃迁到 E1，释放一个光子，它的频率是 ν = (E2 −E1)/h。（乙）德·
布罗意认为电子是一种波，每一个玻尔轨道正好对应一个电子驻波。

玻尔的原子理论有两个要点：（R）电子只能处于一些分立的稳态上，这些稳
态具有分立的能级 E1, E2, E3, · · ·。（k）如果电子要跳到能量更高的稳态，
它必须吸收一个光子；如果要跳到能量更低的稳态，它必须放出一个光子。
吸收或释放的光子能量等于两个稳态间的能量差，hν = |Ei−Ej |（图kXj甲）。
普朗克常数 h 又一次出现了。爱因斯坦曾利用量子来描述固体中原子的振
动，现在玻尔用量子来描述原子的内部结构，这是一个里程碑式的进展。玻
尔原子理论看起来非常古怪而且有非常强的拼凑感，为什么电子只能处于这
些分立的能级上？但物理不是数学，物理学家更在意你的理论和实验结果是
不是吻合。玻尔的原子理论不但能解释所有已知的氢原子谱线，即给出里德
堡公式 UkX9V，而且在紫外光区域预言了新的谱线，一年以后被实验证实。玻
尔的原子理论还能很好地解释曾经困惑物理学家很长时间的氦离子的皮克
林（SB+F2`BM;）谱线。

和爱因斯坦的光量子论非常不一样，玻尔原子理论受到了即时的欢呼，并且
吸引了更多的物理学家进入量子领域。索末菲（�`MQH/ aQKK2`72H/- R3e3 @
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RN8R）是这批物理家中的杰出代表，他很快推广了玻尔的理论，他认为任何
物理体系都可能处于分立的 ǳ稳态Ǵ- 并且给出了更一般的 ǳ量子化Ǵ 规则。
利用这个推广的理论，索末菲发现原子中的电子应该具有三个量子数而不是
玻尔理论中的一个，并且他的量子理论可以解释更多的和原子相关的现象，
比如斯塔克效应，塞曼分裂等。

在年轻的物理学家勇敢向前，在量子世界里翻江倒海取得一个又一个成功的
时候，年长的物理学家则显得无所适从或驻足观望。洛伦兹虽然 RNyj 年就
意识到经典理论的不足，但他从来没有积极投入量子理论的研究。普朗克虽
然推开了量子力学的大门，但直到 RNR9 年他还在尝试从经典理论出发推导
出黑体辐射公式。

kX9 危机四伏

虽然取得了很大的成功，玻尔和索末菲的量子理论并不完美。玻尔清楚地知
道自己的理论的不足。他的理论描述得最好的原子是氢原子，但即使对于氢
原子，玻尔的理论也只能预言谱线的频率，无法描述谱线的强度，也不能预
测氢原子中释放出来的光子的偏振。为了完善自己的理论，玻尔提出了一个
半直觉的对应原理（+Q``2bTQM/2M+2 T`BM+BTH2），认为电子在能级间的跃迁
概率可以用经典的麦克斯韦方程描述。结合爱因斯坦的自发辐射和受激辐
射理论，玻尔成功地得到了能级间跃迁的选择定则。荷兰物理学家克雷默斯
（>2M/`BF �Mi?QMv ǳ>�MbǴ E`�K2`b- R3N9 @ RN8k）利用这个对应原则进一步
得到了所有氢原子光谱线的强度和偏振，和实验结果吻合得很好。

但是这些努力还是远远不够。玻尔@索末菲理论的缺陷太多，有很多实验现
象无法解释。可以说对应玻尔@索末菲理论的每一个成功，就有一个失败。特
别是玻尔@索末菲理论不能描述任何具有两个或两个以上电子的原子或分子。
例如，它无法给出氦原子的谱线，不能描述分子间的共价键。到 RNk9 年的
时候，原子物理学家们都觉得玻尔@索末菲理论需要重大的修正。这个理论
不但无法解释很多原子物理中的现象，而且自身的框架也显得非常琐碎，看
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起来是个东拼西凑的理论。玻恩（J�t "Q`M- R33k @ RNdy）在 RNk9 年的一
篇论文里开始呼唤新的“量子力学”（[m�MimK K2+?�MB+b）的出现。两年后，
新量子理论真的被构造出来了，玻尔@索末菲理论遇到的困难全部迎刃而解。

RNyy 年@RNk9 年是量子理论的萌芽期。在这二十多年时间里，物理学家取得
的进展其实非常有限，所有的讨论几乎都是围绕能量的 ǳ量子性Ǵ 展开：辐
射的能量是一份一份的；电子只能处于一些分立的能级。爱因斯坦的光粒子
说是个例外，这是现在人们熟知的波粒二象性的起点，但没有人继续发展和
推广爱因斯坦的这个思想。现在回头看，这段时期的量子理论其实相当丑陋，
到处是缺陷和漏洞：普朗克黑体辐射公式的推导是错的；爱因斯坦固体比热
理论是通过类比得到的，非常不严谨；玻尔几乎是用一种拼凑的方式得到了
氢原子的能级。这些缺点让年长的物理学家非常不舒服，他们选择了回避和
不参与。年轻的一代虽然也知道这些缺陷，但他们更看重积极的一面：（R）
和实验结果吻合；（k）经典理论不可能解释这些实验结果。

萌芽期后，量子力学得到了井喷式的发展。从 RNk9 年到 RNke 年，短短的三
年时间里，一群天资聪颖、勤奋、勇敢、性格各异的年轻物理学家，在没有
任何协调组织的情况下，一起建立了量子力学所有的基本概念和理论框架。
而且这些年轻的物理学家身处世界各地，只能通过书信和纸质的学术期刊交
流。现在量子力学教科书里所讲述的基本概念和理论框架在 RNke 年年底前
发表的论文里都可以找到。狄拉克（S�mH �/`B2M J�m`B+2 .B`�+- RNyk @ RN39）
RNjy 年写的专著《量子力学原理》（h?2 S`BM+BTH2b Q7 Zm�MimK J2+?�MB+b）
时至今日依然没有过时，是每个物理系学生的必读。毫不夸张地说，这三年
不只是科学史也是人类历史上的最辉煌的篇章之一。可惜，迄今为止普通大
众对这段辉煌的历史知之甚少。

kX8 绝对的相同

日常生活经验告诉我们，只要足够仔细，我们总能区分两个物体。比如两枚
一元的硬币，很多情况下，肉眼就能把它们区别开。如果肉眼区别不开，我
们只要找一个倍数足够大的显微镜就肯定能区别。在日常生活中当我们说两
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个物体相同时，其实是说，对于我们关心的问题，它们间的区别不重要从而
可以忽略不计。买东西时，即使一个硬币有个小缺角，我们也不在乎，认为
它和其他硬币是一样的，因为它可以买来同等价值的物品。现在我们想通过
投掷硬币来赌输赢。如果有两个硬币可以选择，一个有小缺角而另一个完好，
这时我们会选择用那个完好的硬币。但如果两个硬币都是完好的，我们会认
为它们一样而随机选一个，虽然我们知道在显微镜下这两个硬币看起来是不
一样的。总而言之，在日常生活中，两个物体相同是一个近似的说法，只要
我们足够认真，总是能区分这两个物体。我们忽略这些小的区别，说两个物
体相同是因为这些小的区别对我们关心的问题不重要。

但是物理学家发现，两个光子是完全相同的：没有任何观测手段可以区分两
个光子。我们只能说一个光子具有频率 ν1，一个光子具有频率 ν2；我们不
能说光子 R 具有频率 ν1，光子 k 具有频率 ν2。依次类推，两个电子是完全
相同的，两个水分子是完全相同的，两个碳 ey分子是完全相同的，等等。总
之，这种微观物体间的相同是完美的和绝对的，一种没有任何细小差别的相
同。

这是量子力学和经典力学的本质区别之一。在量子力学里，相同是绝对的，不
是近似。第一个发现微观粒子量子全同性的是印度物理学家，玻色（a�iv2M@
/`� L�i? "Qb2 - R3N9 @ RNd9）。二十世纪初的印度，科学远远落后于欧洲，
但最新科学成果虽然有些滞后依然顽强地传播到了印度，包括刚刚起步的量
子物理，并激发了印度求知青年的兴趣。

玻色 R3N9 年出生于印度的加尔各答。他父亲先在东印
度铁路公司当职员后来自己开了公司，他母亲来自一个
律师家庭，受过教育。玻色五岁开始上学，在学校表现优
异。RNyN 年，玻色在总统学院（S`2bB/2M+v *QHH2;2）开
始了大学生涯，他选择了科学作为自己的专业。玻色于
RNRj年获得了学士学位，RNR8年获得了硕士学位。由于
当时的印度在科学和教育上还很落后，玻色没有机会继
续深造。在做了一年私人教师后，玻色获得了一个机会。 玻色（R3N9@RNd9）
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加尔各答大学开始建立理学院，玻色成了这个理学院最早的物理教师之一。
他和他的同事从一个曾经留学德国的朋友那里借来物理书和期刊，边自学边
上课。RNkR 年，玻色被达卡大学高薪挖走，他的任务是在达卡大学建一个物
理系。在这里玻色写下了那篇令他永垂青史的论文。

玻色在这篇论文给出了一个新的推导普朗克黑体辐射公式的方法。我们前面
提过，普朗克一直对自己的推导不满意，尝试了各种改进方法。现在回头看，
普朗克的所有方法都是有缺陷的，因为他的各种尝试总是想尽量回到经典物
理，这是注定要失败的。玻色在他的推导里又引入了一个新的完全突破经典
的概念，光子是完全相同、不可区分的。基于这个概念再利用光量子，玻色
在人类历史上第一次给出了黑体辐射公式的正确推导。

玻色的突破是惊世骇俗的。在这之前没有任何人意识到了量子物理和经典物
理会有这种本质区别：在量子的世界里，相同是绝对的；在经典的世界里，
相同只是一种近似。

但玻色论文的发表却遇到了些困难。他把论文投到了一个英国的期刊发表，
没有成功。在 RNk9 年 e 月 9 日，玻色把论文寄给了爱因斯坦，希望他能帮
忙让论文在德国的期刊发表。爱因斯坦立刻看出了玻色论文的重要性，他于
RNk9年 d月 k日回复了一张明信片，告诉玻色：他已经将论文翻译成了德文，
并安排在一个德国的期刊发表了。不但如此，爱因斯坦立刻将这个概念推广，
既然光子是全同的、不可区分，那么其他粒子也是一样的。爱因斯坦为此连
续发表了三篇论文，在这些论文里爱因斯坦预言了著名的玻色@爱因斯坦凝
聚现象。七十年后，RNN8年物理学家利用超冷原子气验证了爱因斯坦的预言。

那么玻色是如何取得这个突破的呢？我认为是误打误撞。我们来看看玻色写
给爱因斯坦的信。玻色这样写道

尊敬的先生：
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我斗胆把我的论文寄给您，希望您能审阅并给出意见。我非
常急切地想知道您对论文的看法。你会看到，我成功地推导出来
了普朗克公式中的系数 8πν2/c3。我在推导中没有用经典电动力
学，而是假设相空间应该被分成很多小格每格大小是 h3。我的
德文不够好，无法将论文翻译成德文。如果您觉得这个文章值得
发表，请您帮忙安排它在 w2Bib+`B7i 7Ƀ` S?vbBF8发表。

尽管对您来说，我是一个完全的陌生人，我还是毫不犹豫地
向您发出了这个请求。因为我们都是您的学生虽然我们只能通过
阅读您的论文受到教诲。

您真诚的玻色，RNk9 年 e 月 9 日

玻色在信中完全没有提及光子的不可区分，玻色在他的论文里也没有明确提
及这点。一个可能的合理解释是这样的。在推导过程中，玻色需要把光子放
入他说的“小格”里，并计算所有可能的组合方式。在计算组合方式时，他
在自己没有意识到的情况下把光子当作了不可区分。如果他把光子看作是可
区分的，就会得到不同的组合数，从而无法推导出普朗克的公式。但爱因斯
坦一眼就看出来了，并急切地做了推广。如果玻色获得了深造的机会（在印
度或在欧洲），他的基本功可能会更扎实些，这样他或许就不会犯这个“光
彩夺目”的错误了。

与此同时，独立于玻色和爱因斯坦，三个年轻的天才也
开始关注这个问题。他们是泡利（qQH7;�M; S�mHB- RNyy
@ RN83）、费米（1M`B+Q 62`KB- RNyR @ RN89）和狄拉克。
泡利 RNyy年出生于奥地利，父亲是化学家，教父是著名
的物理学家马赫，母亲是一位作家的女儿。泡利自幼就
显出了极高的天分，R3 岁高中毕业后刚刚两个月就发表
了自己第一篇论文，在论文里他研究了广义相对论。随
后泡利成为索末菲的学生，并于 RNkR 年获得了博士学 泡利（RNyy@RN83）

8一种德国物理期刊
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位。泡利是个完美主义者，不但自己尽量做到完美，而且当看到别人的 ǳ不
完美”工作时，也会毫不留情地批评。或许因为太追求完美，他不愿意发表
论文，他对物理的很多贡献只能在他和朋友的通信里找到。

费米于 RNyR 年出生在罗马，他父亲是个政府职员，母
亲是个小学教师。费米从小喜欢玩各种电动和机械玩具，
会如饥似渴地阅读他能接触到的任何物理和数学方面的
书籍。高中毕业后，费米参加大学的入学考试，考试的
题目是《声音的特征》，费米用傅里叶分析法解了一个关
于振动长棍的微分方程。主考教授非常欣赏，给了他最
高分。意大利虽然是伽利略的故乡，当时的意大利物理
水平却远远落后于德国、英国和法国。上了大学后，费 费米（RNyR@RN89）

米基本上还是自学物理，大学里的物理教授们发现没有什么东西可以教费
米，教授们反而经常向费米请教问题。他们甚至让费米来组织量子物理方面
的学术报告。费米于 RNkk 年获得了博士学位。费米是少数几个同时精通理
论和实验的物理学家。

狄拉克 RNyk年生于英国的布里斯托（"`BbiQH），父亲是一
个法语老师，母亲则在图书馆工作。狄拉克在他父亲任
教的技术学校上中学，除了普通的中学课程，他还要上
制图、铁艺等技术课程。狄拉克几乎每门课都是第一名。
随后他进入布里斯托大学，专业是电子工程。大学里，除
了规定的课程，狄拉克自学了包括相对论在内的很多物
理数学知识。RNkR 年大学毕业时，他获得了去剑桥大学
深造的机会，但是由于剑桥提供的奖学金太少，没有成
行。祸不单行，作为一个工程系的毕业生，狄拉克也没

狄拉克

（RNyk@RN39）

有找到工作。他回到布里斯托大学继续学习，这一次专业是数学。RNkj 年，
狄拉克又毕业了，这时他获得一个更高的奖学金，终于如愿进入了剑桥大
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学，开始了自己的科学生涯。狄拉克性格孤僻、少言寡语、不善于和别人交
流，为此留下了很多趣闻轶事。有一次，狄拉克做完学术报告后，有人举手
说道，ǳ我不理解黑板右上角的那个方程。Ǵ 狄拉克没有任何回应，过了相当
长时间，主持人试图打破这个尴尬的局面，礼貌地催促狄拉克，狄拉克答到，
ǳ那不是一个问题，只是一个评论。Ǵ 按照现代医学的标准，狄拉克很可能是
一个自闭症患者，但这完全没有影响他的研究，或许还有帮助。

意气风发的泡利在拿到博士学位后来到了哥廷根，师从玻恩。RNkk 年，玻尔
到哥廷根访问，给了一个系列讲座，介绍自己如何用量子理论来解释为什么
元素周期表是那样排列的。玻尔尽管取得了一些进展，但依然无法解决其中
最大的困难，电子为什么不聚集到最低的能级上？这个问题从此一直萦绕在
泡利的脑海。经过三年多的思考和研究，在他人结果的启发下，泡利终于在
RNk8 年把这个问题想清楚了。为了解释元素周期表，必须做两个假设：（R）
除了空间自由度外，电子还有有一个奇怪的自由度；（k）任何两个电子不
能同时处于完全相同的量子态。第一个假设很快被证实，这个奇怪的自由度
就是自旋。第二个假设现在被叫做泡利不相容原理。

费米自 RNk9 年就开始思考电子是否可区分的问题。前面提到，玻尔和索末
菲的量子理论完全无法解释氦原子的光谱。费米猜想主要的原因是氦原子里
的两个电子完全相同，不可区分，但他一直不知道该如何开展定量的讨论。
看到泡利的文章后，费米立刻清楚了自己该做什么。在 RNke 年，他连续发
表了两篇论文：它们的结果几乎完全一样，只是第一篇论文是意大利文的、
很短；第二篇论文是德文的，比较长，对结果和推导有更详细的描述。费米
在文章中描述了一种新的量子气体，气体中的粒子完全相同不可区分，而且
每个量子态最多只能被一个粒子占据。这与玻色和爱因斯坦讨论过的全同粒
子有什么不一样呢？我们前面没有提及的是，对于玻色和爱因斯坦讨论的全
同粒子，多个粒子可以占据同一个量子态。几个月之后，狄拉克利用一个新
方法重新讨论了这个问题，系统地给出了全同粒子的性质。
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现在我们都知道，微观粒子分为两类：一种叫玻色子；另一种叫费米子。光
子、氢原子等是玻色子；电子、质子等是费米子。玻色子满足玻色@爱因斯坦
统计：同一个量子态可以被多个玻色子占据；费米子满足费米@狄拉克统计：
一个量子态最多只能被一个费米子占据。

kXe 原来是矩阵

在玻色、爱因斯坦、费米、狄拉克发展粒子全同性概念的同时，海森堡（q2`M2`
>2Bb2M#2`;- RNyR @ RNde）和玻恩等正在量子理论的另外一个方向取得突破
性进展，他们缔造了玻恩梦想的“量子力学”。

海森堡 RNyR 年出生于德国，他父亲从中学老师做起最
后成为慕尼黑大学教授，他母亲则是一位校长的女儿。
海森堡自幼学习优异，并且受到了很好的音乐教育，钢
琴弹得非常好。RNky 年，海森堡进入父亲任教的慕尼黑
大学。他一开始想跟年迈的林德曼教授（62`/BM�M/ pQM
GBM/2K�MM- R38k @ RNjN）学数论，但被拒绝了。和父亲
商量后，海森堡改投索末菲门下，成为泡利的师弟，开
始学习理论物理。和汤姆逊一样，索末菲也培养了很多

海森堡

（RNyR@RNde）

诺贝尔奖得主，其中最有名的就是海森堡和泡利了。索末菲慧眼识英才，他
让海森堡和高年级学生一起参加他的高级研讨班。海森堡也没让他的老师
失望，进组一年后，他就提出了一个新的原子模型。利用这个模型，海森
堡可以解释当时困扰着所有人的反常塞曼效应。这个模型用现代的眼光看
有很多缺陷，但海森堡在这个工作中展示出了他特有的品质：为了解释实
验，他愿意随时放弃旧的理论信条。当时的量子理论有个信条：量子数必
须是整数。海森堡的模型里引进了半整数。这不但惊呆了老师索末菲，就连
年长一岁的师兄泡利也提出了激烈的抗议：如果 Rfk 可以是量子数，那么
1/4, 1/8, 1/16, · · · 都可以是，这样就没有分立的能级了。海森堡没有动摇，
他的回答是，“成者为王。”（am++2bb b�M+iB}2b K2�Mb）
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这个颇受争议的工作为海森堡赢得了很多机会。他受玻恩之邀到哥廷根访问
了一年，在哥廷根见到了玻尔并展开了深入的讨论。海森堡深受玻恩和玻尔
的赏识：玻恩希望他博士毕业后来哥廷根工作，玻尔则邀请他适当的时候访
问哥本哈根。从 RNkk 年到 RNk8 年，海森堡穿梭于当时量子理论的三个中
心，哥本哈根、哥廷根和慕尼黑。通过和这三个中心量子理论大师们与学生
的讨论交流，海森堡迅速成长，他深刻了解了旧的玻尔@索末菲量子理论遇
到的困难和危机，开始思考突破的可能。这种快速的成长在海森堡的知识结
构里留下了缺陷，有些缺陷显得相当触目惊心。比如，海森堡在博士答辩时
不能回答维恩教授的几个简单问题：显微镜的分辨率由什么决定？电池是如
何工作的？但具有明显知识缺陷的海森堡却完成了对旧量子理论的全面突破。

RNk8 年 e 月，海森堡的新量子理论已经基本有了雏形。他意识到，在新的
量子理论里必须放弃电子轨道等概念，只关注那些在实验上可观测的量。在
经典物理里，我们可以观测行星围绕太阳的轨道，记录航海的路径。但是电
子轨道是观测不到的。在海森堡生活的时代，人们只能观测到电子在不同能
级间的跃迁强度。海森堡开始构建关于这些跃迁强度的理论，他很快意识到
这些可观测量的乘法很古怪，他的计算遇到了困难。这时海森堡花粉过敏发
作，他决定离开哥廷根去一个叫赫尔格兰德（>2H;QH�M/）没有什么植物的小
岛度假修养。海森堡在这里待了十天，病好了，同时也克服困难完成了计算。

RNk8 年 N 月海森堡在 w2Bib+`B7i 7Ƀ` S?vbBF 发表了一篇论文，论文的题目
是《量子理论对运动学和力学关系的重新解释》ǳPM � Zm�MimK@i?2Q`2iB+�H
_2BMi2`T`2i�iBQM Q7 EBM2K�iB+ �M/ J2+?�MB+�H _2H�iBQMbǴ，看起来并不很吸
眼球。但这篇论文具有里程碑的意义。海森堡自己在文中写道，这篇论文的
目的是“建立量子力学的基础，这个基础将只包括可观测量之间的关系。”海
森堡发现这些可观测量依赖于两个指标，它们的乘法是不对易的。即如果 A

和 B 是两个可观测量，那么 AB ̸= BA。海森堡自己也不清楚这些变量是什
么，对自己的新理论框架并没有太多信心。由于这些带有两个指标的变量把
计算弄得非常复杂，海森堡在这篇论文里只能对简谐振子进行计算，他不知
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道如何在他的新理论框架里得到氢原子的能级。

玻恩立刻看出了海森堡工作的重要性，并很快意识到海森堡提出的这些古
怪的可观测量其实就是数学上的矩阵。他和他的学生约当（S�b+m�H CQ`/�M-
RNyk @ RN3y）很快证明了动量和位置这两个可观测量间的对易关系。在 RNk8
年 RR 月，玻恩、海森堡和约当联合发表了一篇论文，清楚地给出了矩阵力
学的基本框架。到 RNke 年初，泡利和狄拉克各自独立地在矩阵力学的框架
内给出了氢原子的能级。

ky 岁时，海森堡勇敢地引入了半整量子数；k9 岁时，海森堡勇敢地突破了
旧的量子理论，创立了矩阵力学。

kXd 粒子是波，波是粒子

当海森堡穿梭于当时量子理论的黄金三角——哥廷根、哥本哈根和慕尼黑
——之间寻求新的量子理论时，量子理论也同时在黄金三角之外沿着一条完
全不同的思路平行发展。这些努力最后导致了量子力学的另外一个版本的出
现，薛定谔的波动方程。

德·布罗意（GQmBb oB+iQ` SB2``2 _�vKQM/ /2 "`Q;HB2-
R3Nk @ RN3d）R3Nk 年生于法国的一个贵族家庭。当 RNey
年他哥哥，德·布罗意公爵六世去世时，他成为德·布罗
意公爵七世。德·布罗意一开始的兴趣是文史，R3 岁获
得了一个历史专业的学位。随后开始对科学感兴趣，kR
岁时又获得了一个理学学位。这时一战爆发，德·布罗
意应征入伍，负责无线电通信，工作的地点就是埃菲尔
铁塔。这段经历一定让他对波有了非常深刻的切身体验。
RNR3 年战争结束后，他开始研究物理，参与他哥哥物理

德·布罗意

（R3Nk@RN3d）

实验室的工作。但德·布罗意个人更喜爱理论物理，他尤其对新兴的量子理
论非常感兴趣。
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RNkj年，德·布罗意在量子理论的研究上获得了进展，他连续写了几篇论文。
但是他的理论没有引起任何注意。RNk9 年初，德·布罗意将这些结果系统
整理后写成了一篇博士论文，然后交给了法国著名的物理学家朗之万（S�mH
G�M;2pBM- R3dk @ RN9e）审阅。朗之万一看论文是关于量子的，而且德·布罗
意的观点很新颖，他不敢贸然下结论，问德·布罗意又要了一本论文，把它寄
给爱因斯坦征询意见。爱因斯坦立刻洞察到了德·布罗意工作的重要性，他
在给朗之万的回信中写道，ǳ他揭开了那个厚重面纱的一角Ǵ（>2 ?�b HB7i2/ �
+Q`M2` Q7 i?2 ;`2�i p2BH）。爱因斯坦马上在自己一篇于 RNk8 年发表的关于玻
色统计的论文里讨论了德·布罗意的理论，从而让德·布罗意的理论受到众
人的关注。那么德·布罗意在他的博士论文里究竟提出了什么新颖的理论呢？

让我们回顾一下爱因斯坦 RNy8 年那篇著名的光量子论文。在这篇论文里，
爱因斯坦提出光是粒子，并基于这个观点解释了光电效应。经过多年努力，
到 RNRe 年，实验物理学家明确无误地宣告他们在实验上验证了爱因斯坦的
光电效应公式。但是即使这时，绝大多数物理学家依然拒绝接受爱因斯坦的
观点，光是粒子。原因很简单，大量的实验和麦克斯韦方程告诉我们光是波。
同一种东西怎么可能既是波又是粒子呢？当时几乎所有的物理学家都认为
这是不可能的。德·布罗意似乎完全没有受到这些成见的影响，他采取了更
加积极的态度。既然被大家认为是波的光可以是粒子，德·布罗意觉得那么
粒子也可以是波，比如电子可以是波。和哲学观点不一样，任何一个物理观
点必须伴随定量的描述。德·布罗意在他的博士论文里围绕这个观点开展了
大量的定量讨论。首先，他认为如果一个粒子的动量是 p，那么它的波长是
λ = h/p。其次，他认为既然电子是波，那么电子围绕质子就会形成驻波。依
照这个思路，德·布罗意神奇地重新推导出了玻尔的氢原子轨道和能级（见
图kXj乙）。最后，德·布罗意预言电子也会发生散射和干涉。德·布罗意的
这个预言后来得到了实验的证实，他为此于 RNkN 年获得诺贝尔奖。

就这样，作为一个曾经的文科生，在当时的物理圈默默无名的德·布罗意提
出了波粒二象性，成为唯一一个为量子力学做出奠基性贡献的法国物理学家。
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是薛定谔登场的时候了，他完成了新量子力学的最后
一笔，极其重要的一笔。薛定谔（1`rBM _m/QH7 CQb27
�H2t�M/2` a+?`ƺ/BM;2`- R33d @ RNeR）于 R33d年 3月 Rk
日出生于维也纳。他父亲是一位植物学家，母亲是一位
教授的女儿。薛定谔早期的学术生涯和普朗克很类似。虽
然事业一直很顺利，最后成为苏黎世大学的正教授，但
并没有特别耀眼的成果。薛定谔的个人生活和普朗克却

薛定谔

（R33d@RNeR）

是完全不同。薛定谔风流倜傥，一生情人不断，并且公开和妻子与情人一起
生活。

薛定谔的灵感来自德·布罗意的波粒二象性。他首先通过爱因斯坦 RNk8 年
那篇关于玻色统计的论文了解到了德·布罗意的观点。随后他仔细研究了
德·布罗意的博士论文。既然粒子是波，那么就应该有一个相应的波动方
程。带着这个想法，薛定谔在 RNk8 年圣诞节前离开苏黎世来到了阿罗萨
（�`Qb�）。当他一月份回到苏黎世时，薛定谔已经有了他的波动方程和很多
计算结果。在外尔（>2`K�MM q2vH- R338@RNN8）的帮助下，薛定谔解决了
最后几个数学细节问题，开始撰写论文。RNke 年 R 月 kd 日，学术期刊《物
理年鉴》（�MM�H2M /2` S?vbBF）收到了薛定谔的论文稿，在论文里薛定谔
提出了他那著名的波动方程和波函数，并利用它们给出了氢原子的正确能级。

在阿罗萨到底发生了什么？现在是科学史上的一个谜。薛定谔有写日记的习
惯，不但记录自己研究的心得也会记录自己和情人的约会。但是薛定谔 RNk8
年的日记消失了。他自己后来写了些回忆录，也没有细致描述自己 RNk8 年
在阿罗萨是如何找到了那个著名的波动方程。现在可以确定的是：（R）当时
有一个情人陪伴薛定谔，但是无人知道她是谁；（k）留下了两本充满公式的
笔记本；（j）由于完全沉浸于他的波动方程，这个假期薛定谔没有像往年一
样去滑雪。无论怎样，薛定谔方程诞生了，它是一个完全等价于矩阵力学的
量子理论形式。薛定谔自此一发不可收拾，接下来又发表了三篇论文进一步
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发展和完善自己的波动力学，并在第四篇论文里（RNke 年 e 月）引入了复
数建立了包含时间变量的薛定谔方程。

为整个新量子理论框架填上点睛之笔的是狄拉克。当他读过薛定谔的论文
后，狄拉克很快意识到薛定谔的波动力学和海森堡的矩阵力学的等价性。他
于 RNke年 N月发表了一篇论文，题目是《论量子力学理论》（PM i?2 h?2Q`v
Q7 Zm�MimK J2+?�MB+b）。在这篇论文里，狄拉克不但清晰地论述了薛定谔
和海森堡理论的等价性，而且通过多粒子波函数的置换对称性明确指出量子
世界里只有两种粒子，玻色子和费米子。

kX3 回味

这是一段令人震撼同时也是令人回味无穷的历史。人们可以从不同的侧面来
回顾这段历史并以此来展望未来。我在这里重点回味一下我们的英雄，总结
一下他们各自的特点和在这段历史中扮演的角色。

普朗克是一个典型的大学教授，扎实、锲而不舍、刨根问底，尽量去完善
已有的理论而不是去突破它。这些品质决定了普朗克是一个 ǳ不情愿的革命
者Ǵ。凭着刨根问底的精神，他发现了 ǳ量子Ǵ。但随后普朗克不是去继续发
展“量子”，反而总是试图通过完善经典理论来消除“量子”，把自己推开的
量子之门关上。

爱因斯坦则无疑是一个千年难得的天才。首先他单枪匹马创立了相对论，其
次他在量子理论发展上所做出的贡献和所起的作用也是无人能比的。在玻
尔提出原子的量子理论以前，爱因斯坦几乎是孤身一人在支撑量子理论的发
展。他发展了普朗克的“量子”概念，认为光具有粒子性。爱因斯坦从来没
有想走回头路，而是继续向前，他进而将普朗克的黑体辐射公式成功应用于
固体比热问题。他的自发辐射理论完善了旧的玻尔@索末菲量子理论。在新
量子理论的发展中，爱因斯坦又担当起来了穿针引线的作用。玻色和德·布
罗意当时都是默默无名的物理学家，爱因斯坦慧眼识才，一眼看出了他们工
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作的重要性，并积极介绍给其他人。即使在晚年，他对量子力学的大声质疑
也促进了量子力学的发展，促使人们深入思考量子纠缠这个在早期量子力学
发展中被忽视的概念。

玻尔早期是一个冲锋陷阵的士兵。他的原子理论是量子理论发展的一个拐
点，彻底改变了量子理论不受重视的局面。到量子理论发展的后期，玻尔则
更多地扮演了导师的角色。和索末菲、玻恩一起建立了三个活跃的量子理论
发展的中心，哥本哈根、慕尼黑和哥廷根。他们一起培养了一批能力超凡的
年轻物理学家，最突出的代表就是海森堡和泡利。海森堡就是在这三个中心
之间穿梭，深刻了解了旧量子理论的局限性，最后发展了矩阵力学。

比较爱因斯坦和玻尔总是非常有趣。他们都在早期对量子理论做出了革命性
的贡献，对它的发展起了决定性的作用。到后来他们都不再冲锋陷阵，而是
通过积极帮助年轻人来推动量子理论的发展。但他们帮助年轻人的方式非常
不一样。爱因斯坦不是一个好导师，不喜欢将自己置身于学生之中，几乎不
和学生合作开展研究。他完全是依靠自己独特的洞察一切的眼光，通过发现
年轻人工作的重要性来帮助他们。玻尔则喜欢和学生交谈，和他们一起思考
和讨论问题。他和索末菲、玻恩一样，是先发现有才能的年轻人，然后引导
他们去攻城拔寨。

量子力学发展的后期，涌现了一批年轻而天才的物理学家，他们迅速地取得
一个又一个突破，在短短的三年时间里建立了一个全新的量子理论。ǳ八仙
过海、各显神通Ǵ 是对他们最确切的描述。

德·布罗意出生贵族，衣食无忧，凭着自己的兴趣弃文学理。这种背景注定
了他不受成见的束缚，在几乎没有他人讨论的情况下提出了粒子即波、波即
粒子的革命性概念。

狄拉克则出生普通中产家庭，似乎患有自闭症，不但不善与人进行日常交流，
也几乎不和别人合作和讨论物理问题。但他凭着自己绝对的天才，傲步于物
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理学界。他不但做出了前面描述的重要工作，后来更是通过和狭义相对论结
合，提出了一个新的波动方程，狄拉克方程，预言了反粒子的存在。

费米也是一个难得的天才，几乎是自学成才。和狄拉克不一样，费米善于和
人交流，更注重物理的直觉而不是数学的优美。后来费米在粒子物理方面做
出了很多杰出的贡献，比如搭建了第一个核反应堆，领导了曼哈顿计划。

泡利和海森堡几乎有着相同的成长轨迹，先是师从索末菲，后来成为玻恩和
玻尔的助手。只是泡利年长一岁。从基本科研素质而言，泡利无疑是更优秀
的，R3 岁便已经开始研究广义相对论；而海森堡则具有明显的知识缺陷，比
如博士答辩时不能解释显微镜的工作原理。最后海森堡在量子理论的发展上
却做出了更大的贡献。原因是，海森堡更勇敢，更愿意抛弃旧的理论。海森
堡的勇敢或许来自他知识的缺陷：缺陷越多，束缚越小。

玻色的成功非常独特。他热爱物理，但没有得到机会去欧洲留学接受当时最
好的物理教育。可能就是这个原因，他最后误打误撞突破了经典理论，提出
了新的量子统计。

在这些新量子理论的开创者中，薛定谔是最年长的了。前面那些年轻人都只
有二十几岁，而 RNke 年时，薛定谔已经 jN 岁了。他和普朗克一样，在突破
以前几乎没有什么特别有影响力的科研成果。但和普朗克不一样，他随后全
身投入了量子力学的发展，量子纠缠也是他最早注意到的。薛定谔写的一本
书《什么是生命》在生物界也影响广泛。发现 .L� 螺旋结构的生物学家詹
姆斯·沃森（C�K2b q�ibQM- RNk3@）一开始对鸟类学感兴趣，读了这本书之
后转而开始研究基因。

这一切告诉我们一个明确的道理：科学的突破是没有固定模式的。

                    

本章的历史资料来自 qBFBT2/B� 和如下书籍：
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kX3X 回味 吴飙

RX q�Hi2` CX JQQ`2- a+?`ƺ/BM;2`, GB72 �M/ h?Qm;?i U*�K#`B/;2 lMBp2`@
bBiv S`2bb- *�K#`B/;2- lEV RN3Nc

kX >2H;2 E`�;?- Zm�MimK ;2M2`�iBQMb US`BM+2iQM lMBp2`bBiv S`2bb- L2r
C2`b2v- la�V RNNNc

jX .�pB/ .X *�bbB/v- "2vQM/ lM+2`i�BMiv U"2HH2pm2 GBi2`�`v S`2bb- L2r
uQ`F- la�V kyyNc

9X E�K2b?r�` *X q�HB- a�iv2M/`� L�i? "Qb2, >Bb HB72 �M/ iBK2b UqQ`H/
a+B2MiB}+- aBM;�TQ`2V kyyN；

8X 格雷姆·法米罗（:`�?�K 6�`K2HQ，兰梅译）-《量子怪杰：保罗·狄
拉克传》（重庆大学出版社，kyR8）
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第三章 经典力学和旧量子理论

我们在日常生活中会遇到各种各样的运动：疾驰的汽车、来往的行人、滚动
的足球、飞翔的鸟儿。切身体验告诉我们，为了准确地描述一个物体的运动
状态我们必须同时给出它的位置和速度。只了解位置是不够的：对于你面前
的一颗子弹，如果它的速度为零，你没有什么可以担心的；如果正高速飞行，
你最好早就穿上了防弹衣。只了解速度也是不够的：对于一个高速飞行的子
弹，如果它在 Ryy公里以外，你不会感受到任何威胁；如果它就在你面前，那
你肯定希望你面前有一块防弹玻璃。在经典力学描述的世界里，一个物体可
以同时具有确定的位置和速度；在任何一个时刻，你只有准确了解了它的位
置和速度，你才算完整知道了它的运动状态。后面我们会看到，在量子力学
里，一个粒子永远也不可能同时具有确定的位置和速度（或，更准确些，动量）。

在本章我们将简要讨论自由落体这个著名的问题，以此为例引入经典力学中
相空间、哈密顿量等概念。然后在此基础上总结经典力学的特征。这些特征
因为太显而易见和理所当然，以至于很少被人提及。在后面的章节中，我们
会看到几乎所有这些特征都被量子力学颠覆了。在本章的最后，我们介绍玻
尔和索末菲的旧量子理论，并用它来讨论简谐振子的量子化。

jXR 自由落体

自由落体是一个非常有名的问题。一个广泛流传的说法是，意大利著名的物
理学家伽利略（:�HBH2Q :�HBH2B- R8e9 @ Re9k）曾经亲自站在比萨斜塔上做自
由落体实验。历史的真相是：伽利略并没有做这个实验，但伽利略确实认真
思考过自由落体问题。他做了一个思想实验。假设有一大一小两个球，被一
根很轻很短但很结实的链子连着。如果大球落地快，小球落地慢，那么小球
肯定会拖后腿，这样这个大小球组合会落得比大球慢。但另一方面，大小球
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吴飙 jX 经典力学和旧量子理论

组合可以看成一个物体，由于它比大球的质量还大，大小球组合作为一个整
体应该落得更快。前后矛盾。智慧过人的伽利略就这样在没有爬上比萨斜塔
的情况下证明了大小球落地一样快。

伽利略的思想实验虽然非常巧妙但是它的适用范围非常有限，只适用于力和
质量成正比的情况。有兴趣的读者可以试着将伽利略思想实验应用于其它体
系，比如弹簧振子，你会很快发现伽利略的方法会给出错误的结果。经典粒
子运动的普适规律是牛顿发现的。让我们站上巨人牛顿（Ab��+ L2riQM- Re9j
@ Rdkd）的肩膀上R，用这个科学巨人创立的经典力学重新回顾一下自由落体
运动。根据牛顿第二定律，力等于质量乘以加速度-

F = ma UjXRV

这里 m是物体的质量，F 是这个物体受到的力，a是这个物体的加速度。这
个公式清楚地表明，运动其实和质量紧密相关。忽略其受到的空气阻力，一
个自由坠落的物体（比如一个铁球）只感受到重力，mg，其中 g 是重力加
速度。根据上面的公式 F = ma，我们有 a = g。所以，无论物体的质量多
大，它自由落体的加速度都是 g，和质量无关，与伽利略的思想实验一致。从
这里我们可以清楚看到，只有当物体受力和质量成正比时，它的运动才与质
量无关；一般情况下，运动和质量密切相关。伽利略其实是碰巧对了。在自
由落体这个问题上，伽利略显得高明一些，他在没有做任何具体计算的情况
下就得到了正确的结论。但是从整体上，牛顿的方法显然更强大。他的公式
F = ma 适用于任何经典力学体系，自由落体只不过是这个理论最简单的应
用之一。即使在自由落体这个问题上，牛顿的理论也能给出更精确和详细的
信息，准确描述落体在任何时刻的位置和速度。下面我们就具体看一下。

假设一个自由落体的初速度是零，初始高度是 x0，其加速度是常数 g，那
么时间 t 后它的速度是多少呢？加速度是速度的变化率，加速度是常数说
明速度的变化是均匀的，所以时间 t 后，v = −gt，这里负号表示速度的
方向向下。我们还可以进一步计算这个时刻物体的位置。初速度是零，t 时

R一般的说法是，牛顿的生日是 Re9k年 Rk月 k8日，但这是老的儒略历（CmHB�M +�H2M/2`）。
按现代历法，牛顿生于 Re9j 年 R 月 9 日。
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jXkX 相空间 吴飙

刻速度为 v = −gt，由于速度以一个恒定的变化率 g 变化，所以这段时间
内平均速度的大小是 v̄ = (0 + gt)/2 = gt/2。这样这段时间物体下落距离
是 s = v̄t = gt2/2。物体一开始的高度是 x0- 所以 t 时刻物体的高度就是
x = x0 − gt2/2。我们于是得到了任意时刻 t 这个落体的位置 x 和速度 v，

x = x0 − gt2/2 , v = −gt UjXkV

它们完整地描述了这个物体的运动状态。这种详细的结果是无法从伽利略的
思想实验里得到的。

上面的讨论揭示了一个很显然的事实：落体在任何时刻都具有确定的位置和
速度。这似乎是理所当然的：一个物体怎么可能在某个时刻不具有确定的位
置和动量？在经典力学里，这确实是不可能的。我们后面会看到，在量子力
学里，情况完全是反的：一个物体在某个时刻同时具有确定的位置和速度是
不可能的。

jXk 相空间

尽管自由落体的运动状态和质量无关，我们还是把质量放回去，这样做会给
我们带来很多新的认识和理解。有了质量，我们就可以算一下 t 时刻物体的
动能

K = mv2/2 = mg2t2/2 = mg(x0 − x) UjXjV

把式子最右一项移到左边，我们得到

K +mgx = mgx0 UjX9V

由于右边是个常数，我们发现尽管物体的动能会随时间变化，mgx 会随时
间变化，但它们的和却保持不变。这两项之和就是我们常说的能量 E =

K +mgx，而 mgx 被称为势能，一般用 V (x) 表示，即 V (x) = mgx。当物
体下落时，动能增加势能减少，但它们的和保持不变，这就是能量守恒。这
个结果可以推广到所有没有摩擦力的系统。这些系统的能量都能分为动能和
势能两部分，在运动过程中，动能和势能会相互转换，但总能量保持不变。
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在运动的初始时刻，总能量 E = mgx0。这表明，初始时刻只有势能没有动
能。另外，从 E = mgx0 可以看出一个明显的事实：由于初始位置 x0 可以
连续变化，系统的能量也可以连续地变化。在经典力学里，能量可以连续变
化被认为是天经地义的。但在量子力学里，能量可以是离散的。

有了质量我们还可以定义动量p = mv。对于普通的物体，动量和速度是两
个完全等价的概念。但是对于物理学家，动量这个概念更基本，因为对于无
静止质量的粒子动量和速度是非常不一样的。比如光子，不同频率的光子的
速度大小都是一样的，即光速，但它们可以具有不同的动量。利用动量，我
们可以将动能重写为 K = p2/(2m)。现代物理学家非常喜欢把能量 E 的表
达式叫做哈密顿量（>�KBHiQMB�M）通常用 H 来表示，即写成

H =
p2

2m
+ V (x) UjX8V

喜欢的理由有很多个，其中非常重要的一个理由是哈密顿量在量子力学中扮
演非常关键的角色，后面我们会看到。

图 jXR, 相空间。（甲）自由落体在相空间的两条轨迹，两条轨迹的初始高度
不同。（乙、丙）相空间中两种不可能的运动轨迹。

定义了动量之后，我们就可以引入一个研究经典力学的有力工具，相空间。
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jXkX 相空间 吴飙

如图jXRU甲V 所示，以动量和位置分别为竖轴和横轴构成的空间叫做相空间。
相空间里的每个点有确定的坐标和动量，对应一个运动状态。对于自由落体
运动，根据能量守恒我们有 p2/(2m)+mgx = E，E 是系统的总能量。对应
每一个位置 x，我们有一个确定的动量

p = −
√
2mE − 2m2gx UjXeV

上式中的负号表示落体的动量 p 总是负的。上面这个公式代表相空间中的
一条运动轨迹。我们在相空间里（图jXRU甲V）画了两条这样的轨迹，分别对
应不同的初始高度 x0。把相空间里的某个点代入哈密顿量即公式 UjX8V，我
们就能得到一个能量。由于能量守恒相空间里的一条运动轨迹上每个点对应
的能量一定相同，所以这些轨迹也被称为等能线。图jXRU甲V 中实线上的每
个点都具有同样的能量；虚线上的每个点也具有一样的能量，但实线和虚线
上点的能量不同，它们对应公式 UjXeV 中不同的 E，由初始条件确定。由于
E 可以连续变化，轨迹可以连续在相空间改变。

图jXRU甲V 展示的是最简单的相空间，只能用来研究和描述一个在一维空间
运动的物体；其中的曲线是简单的自由落体的运动轨迹。但是图jXRU甲V 展
示了很多经典运动的共同特点。我们看一下图jXRU甲V 中的实线，在这条轨
迹上任意取三个点 A、B、C。对于中间的 B 点，它是由 A 点演化而来的；
如果继续往前演化，它一定会到达 C 点。也就是说，它的过去和将来都是
确定的：我们既可以回推过去发生的故事也可以准确预测未来。如果一个物
体的经典运动轨迹出现了图jXRU乙、丙V 中的分叉或相交现象，它的运动就
具有不确定性：D 的未来有两种可能性；E 的过去有两种可能性。在经典力
学里，我们可以在数学上严格证明，轨迹分叉或相交现象是不可能出现的。
因此经典运动总是有确定的过去和未来。

根据上面的讨论，我们总结一下经典运动的特征。

Ç 经典粒子有确定的运动轨迹，数学上可以用相空间里的连续曲线描述。
在运动中的每时每刻，粒子有确定的位置和动量。知道现在的位置和
动量，可以预测将来某个时刻的位置和动量，或反推过去某个时刻的
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位置和动量。这体现于相空间中描述粒子运动轨迹的曲线不会分叉。

Ç 粒子的能量是连续的。

Ç 如果一个系统有两个粒子，我们需要确定每个粒子的动量和位置才能
确定系统的运动状态。也就是说我们需要确定四个变量, 粒子 R 的动
量和位置 p1, x1 以及粒子 k 的动量和位置 p2, x2。这时相空间是四维
的。依次类推，一个有 n 个粒子的系统，如果每个粒子在 d 维空间运
动，这个系统相空间的维数是 2dn。所以相空间的维数是随粒子的个
数线性增长的。

另外，日常经验告诉我们，位置和速度都是可以直接测量的变量，而且对它
们的同时测量互不影响。人类和动物的眼睛可以相当准确地判定一个物体当
时的位置和速度；高速公路上监测器可以准确地记录下你的车是在什么地点
超了多少速；地面控制中心可以精确地知道每颗卫星的某个时刻的位置和速
度。这些经验告诉我们，

Ç 描述经典运动的变量，位置和动量，可以在实验上被直接观测。

Ç 对位置和动量的测量结果是确定的。

Ç 同一时刻对位置和动量的测量时，两种测量原则上互不影响。

以上这些经典力学的特征长期以来被认为是理所当然和不证自明的，就像欧
几里得几何的前四个公理。学习经典力学时，老师和教科书都不会强调这些
特征。由于这个原因，很多人学了很久经典物理后都不会注意到经典物理的
这些特征。在量子力学出现以前，物理学家们也没有特别关注这些特征，对
它们视而不见。在量子力学里，这些特征会全部消失：描述运动状态的变量
不能被实验直接测量，一个粒子不能同时具有确定的位置和动量，测量的结
果不再确定，能量可以是离散的，等等。建议读者在读完第八章后，重新回
来看看这些特征，体会一下它们是怎样在量子力学里被颠覆的。
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jXj 速度和加速度的微分表达

经典力学里速度和加速度概念和微积分是密不可分的，牛顿就是在思考速度
和加速度时发明了微积分。我们现在利用自由落体这个简单的例子来展示一
下如何用微分来表达速度和加速度。时刻 t 的位置是 x = x0 − gt2/2- 时刻
t+ δt 的位置是 x′ = x0 − g(t+ δt)2/2。于是时刻 t 和 t+ δt 之间，物体的
位移是

δx = x′ − x = x0 − g(t+ δt)2/2− x0 + gt2/2 = −gtδt− gδt2/2 UjXdV

平均速度是

ṽ =
δx

δt
= −gt− gδt/2 UjX3V

想象一个极限过程，让 δt 越来越小趋近于零，这时我们发现 ṽ 会趋近 v =

−gt- t 时刻的速度。这个极限就是数学上的微分，用常见的微分符号，我们
有

v =
dx

dt
≈ δx

δt
UjXNV

所以速度是位置对时间的微分。同样道理，加速度是速度对时间的微分

a =
dv

dt
UjXRyV

利用微分，我们可以改写牛顿的第二定律

F = ma = m
dv

dt
=

dp

dt
UjXRRV

这个式子表明力导致动量随时间改变。下面是四个非常基本的关于三角函数
的微分公式

d bBM(t)
dt

= +Qb(t) , d +Qb(t)
dt

= − bBM(t) � UjXRkV
d bBM(ωt)

dt
= ω +Qb(ωt) , d +Qb(ωt)

dt
= −ω bBM(ωt) . UjXRjV

如果你已经学过微积分，这些公式很基本。如果没学过，你就当乘法表一样
记下来。下节讨论时需要这些公式。
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jX9 简谐振子

再举一个经典运动的例子。这次我们直接从相空间入手。我们在图jXk的相
空间中画一个以原点为圆心的圆。当粒子动量（或速度）为正时，它的位置
x 会变大，所以如果这个圆代表一条运动轨迹，粒子将沿圆顺时针转动。假
设粒子沿圆以角速度 ω 转动。如果粒子一开始在 A 点，那么时间 t 后会运
动到 B 点，这时它的位置和动量分别是

x = x0 +Qb(ωt) , p = −p0 bBM(ωt) UjXR9V

这个相空间里的圆代表一条物理上合理的运动轨迹吗？让我们来看一下。

图 jXk, 简谐振子。左：相空间；右：示意图（忽略摩擦力）。A 是起始点，时
间 t 后运动到 B 点。ω 是振动频率。

前面说了速度是位置对时间的微分，利用上节列出的微分公式我们有

v =
dx

dt
= −x0ω bBM(ωt) UjXR8V

如果粒子的质量是 m- 那它的动量是

p = mv = −mx0ω bBM(ωt) UjXReV

只要 p0 = mωx0- 这个结果和前面的结果 p = −p0 bBM(ωt) 一致，这时方程
UjXR9V 确实描述了一个物理上合理的粒子运动。运用牛顿第二定律可以进一
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步了解这个粒子的受力情况。利用上节列的微分公式，我们有

F =
dp

dt
= −p0ω +Qb(ωt) = −p0ωx/x0 = −mω2x UjXRdV

所以这个粒子受力的大小和它离平衡点的距离成正比，负号则表示这个力指
向平衡点。这正是弹簧振子（又称简谐振子）的运动（见图jXk右）。

我们也可以写出这个简谐振子的哈密顿量。利用三角函数公式 bBM2 θ +

+Qb2 θ = 1，我们有
p2

p20
+

x2

x20
= 1 UjXR3V

将 p0 = mx0ω 代入上式- 我们得到

p2

2m
+

1

2
mω2x2 =

1

2
mω2x20 UjXRNV

上式两边都是能量。由于右边 E = mω2x20/2 是一个常数，所以上式表示简
谐振子的能量守恒。而左边就是简谐振子的哈密顿量

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 UjXkyV

和方程 UjX8V 对比，我们发现 V (x) = 1
2mω

2x2，这是简谐振子的势能。

jX8 旧量子理论

在简谐振子的能量公式 UjXRNV中，右边的 x0 是振子偏离平衡点最大的距离。
对应每一个 x0，公式 UjXRNV 在相空间给出一条轨迹。在经典力学里 x0 允
许从零连续变到无穷大，相应的轨迹会充满整个相空间。但是根据玻尔和索
末菲发展出来的旧量子理论，只有一些满足量子化规则的轨道k才是允许的。
玻尔和索末菲的量子化规则是

量子化轨道在相空间围出的面积 S 是普朗克常数 h 的整数倍

k在量子力学里，人们习惯把轨迹称作轨道。
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对于熟悉微积分的读者，上面这个规则可以在数学上写成

S =

∮
pdx = nh , n = 1, 2, 3, · · · UjXkRV

很显然这些量子化轨道是离散的（图jXj甲）。

现在我们将这个量子理论应用到简谐振子。对于一个给定的 x0- 其对应轨迹
围成的面积是

S = πp0x0 = πmx20ω = 2πE/ω UjXkkV

这里 E = mx20ω
2/2 是振子能量。如果这个 x0 对应第 n 个量子化的能级

En，那么我们应该有

2πEn/ω = nh UjXkjV

我们于是得到（h = 2πh̄）

En = nh̄ω UjXk9V

这就是量子化的简谐振子能级。对应每个离散的能级 En，在相空间都对应
有一条经典轨迹，我们示意性地在图jXj（甲）中画了三条这样的轨迹。这些
轨迹就是量子化的轨道。按照玻尔和索末菲的量子理论，其它轨迹都是不允
许的。把玻尔和索末菲的量子化规则应用到氢原子就能得到氢原子的能级和
量子化轨道。由于数学有些繁杂，我们就不仔细讨论了。

在现代量子理论里，可以通过求解薛定谔方程来获得能级，每个能级对应一
个本征波函数。由于解薛定谔方程超越了本书的范围，我们在这里直接给出
一些结果，给读者留下一些感性认识。依然用简谐振子作为例子。按照现代
量子理论，用薛定谔方程计算出来的能级是

En = (n+
1

2
)h̄ω n = 0, 1, 2, · · · UjXk8V

和前面的结果 UjXk9V 差 h̄ω/2，关于这个差别的解释超越了本书的范围。
图jXjU乙V 在相空间里展示了简谐振子的第 jy 个能级对应的本征波函数。根
据现代量子理论，一个粒子不能同时具有确定的动量和位置，所以一个量子
态不再对应相空间的一个点，而是对应一个小方格，方格的大小是普朗克常

93



jX8X 旧量子理论 吴飙

图 jXj, （甲）相空间中量子化的简谐振子轨道示意图；（乙）量子相空间和
其中的简谐振子本征波函数。在经典相空间中，每个点代表一个运动状态；
在量子相空间中，每一个小方格代表一个量子态。每个小方格的面积是普朗
克常数 h。它们通常被称为普朗克相格。相格的颜色越深，波函数在该相格
的取值越大。其中的白色圆圈是相应的玻尔@索末菲量子化轨道。（乙）中结
果来自 (CX ai�iX J2+?X UkyR3V ykjRRj)。注意：我们通过适当选择 x, p 的单
位使得简谐振子的轨迹是圆的。

数 h。所以在图jXjU乙V 中，相空间被分成了很多小方格，它们通常被称为普
朗克相格。在每个普朗克相格上波函数有一个取值。格子颜色越深波函数取
值越大。图jXjU乙V 中的白色圆圈是对应的按旧量子理论算出的量子化轨道，
我们看到波函数集中分布在这个轨道附近。在第六章，我们对薛定谔方程和
本征波函数有更详细的讨论。
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第四章 复数和线性代数

相对于经典力学和旧的量子理论，由海森堡和薛定谔等建立的新量子理论不
但在概念上有颠覆性的变化，而且它的整个理论框架需要利用经典力学中很
少用到的数学，复数和线性代数。在本章我们简单介绍复数和线性代数，为
后面介绍量子力学做好数学准备。

9XR 复数

人类关于数的概念来自于生活。无需查阅准确的历史记录，我们大致就能想
象整数，分数和负数是怎么起源的。最初，男人需要记录猎获了多少猎物，
女人需要记录采摘了多少果实。这让人们有了整数的概念。当人们分享东西
的时候，自然就有了分数的概念。随着历史的发展，社会中有了商业和税收
等活动，人类开始使用负数来记录欠债和欠税。在中国古代，红色算筹表示
正数、黑色算筹表示负数。

无理数则代表着人类对数的认识的一次质的飞跃，是人类理性和抽象思维的
一个伟大胜利。无论是过去、现在还是未来，我们日常生活中只会碰到整数、
分数和负数（或等价地，有理数）。在实际测量中，无论精度多高，测量结果
只能是一个有理数；在工程计算中，虽然工程师会用 π 等无理数，但他们最
后交给制造者的参数只能是有理数；由于比特数量有限，任何计算机也只能
处理有理数。

古希腊哲学家希帕索斯（>BTT�bmb- 大约公元前 8 世纪）对等腰直角三角形
斜边的长度产生了兴趣。经过仔细的思考，他发现斜边长度和直边长度之比
不可能是一个有理数。注意，希帕索斯不是在测量斜边长度时做出这个发现
的；他是通过理性和抽象思考发现的。如果他去测量，他反而发现不了无理
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吴飙 9X 复数和线性代数

数。希帕索斯是毕达哥拉斯学派的门徒，而毕达哥拉斯学派坚信世界总是可
以表达成整数或整数之比。希帕索斯的发现击碎了这个 ǳ至高Ǵ 的信仰，为
此受到了惩罚。按照流行的传说，希帕索斯被扔进大海淹死了；也有一种说
法，希帕索斯只是被逐出了毕达哥拉斯学派。

虚数的发现同样来自理性的思考。古希腊数学家和工程师亚历山大的希罗
（>2`Q Q7 �H2t�M/`B�- 大约公元 Ry @ dy）在思考诸如方程 x2 + 1 = 0 的根
时发现了虚数R。可能是因为社会进步了，希罗没有为此受到任何不公正待
遇。但是在非常长的一段时间内不但普通人就连数学家都认为虚数没有任何
意义和用途。虚数（BK�;BM�`v MmK#2`）这个名字正是反映了人们对它的长
期蔑视态度：这种数是虚构的。直到大数学家欧拉（G2QM?�`/ 1mH2`- Rdyd @
Rd3j）对它深入研究后- 人们才开始重视它。欧拉用 i 来标记

√
−1，也就是

i2 = −1。这个符号沿用至今。对于任意的实数 x 和 y- 我们把 yi 叫做虚数，
把 x+ yi 叫做复数。在后面的章节，我们会看到量子力学就是用复数或成组
的复数来描述我们这个五彩缤纷的世界。伟大的希罗和欧拉虽然才能出众、
思想活跃，但他们一定没有想到自然界就是由复数描述的。

任意一个复数 z = x + yi 可以形象地表示成复平面上的一个向量 (x, y)

（见图9XR）。按照惯例，复平面的横轴是实数轴，竖轴是虚数轴。一个复数
z = x+ yi 的实部 x 就是横轴的坐标，虚部 y 就是竖轴的坐标。和其它向量
一样，复数 z 不但具有长度还有方向（即角度）。按照图9XR所示，复数 z 的
长度是 r =

√
x2 + y2，它的角度 θ 满足 i�M θ = y/x。我们称 r 为复数 z 的

模，记作 r = |z|；θ 为复数 z 的幅角，记作 θ = �`;(z)。
虚数和复数的算术运算规则如下：（以下公式中的 x1,2 和 y1,2 都是实数。）

虚数加法 x1i+ x2i = (x1 + x2)i。举例：−5i+ 2i = −3i。

虚数乘法 (y1i)× (y2i) = (y1 × y2)× (i× i) = −y1y2。举例：−3i× 2i = 6。

虚数除法 (y1i)÷ (y2i) = y1 ÷ y2 = y1/y2。举例：3i÷ 5i = 3/5。
R参见两本书, >�`;Bii�B- 6Bp27QH/ bvKK2i`v UqQ`H/ a+B2MiB}+- kM/ 2/X- RNNkV- TX R8jc

_Qv- *QKTH2t MmK#2`b, H�iiB+2 bBKmH�iBQM �M/ x2i� 7mM+iBQM �TTHB+�iBQMb U>Q`rQQ/- kyydV-
TX RX
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9XRX 复数 吴飙

图 9XR, 复数。x 是实部，y 是虚部，r 是模，θ 是幅角。z∗ 是 z 的复共轭。

复数加法 z1 + z2 = (x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i。举例：
(4.2 + 5i) + (2.1− 2.3i) = 6.3 + 2.7i。

复数乘法 z1 × z2 = (x1 + y1i) × (x2 + y2i) = x1x2 + x1y2i + (y1i)x2 +

(y1i)× (y2i) = x1x2−y1y2+(x1y2+x2y1)i。举例：(3+4i)× (3+4i) =

9+12i+12i−16 = −7+24i；(3+4i)×(3−4i) = 9−12i+12i+16 = 52。

复数除法稍微有些复杂。两个复数相除 z1 ÷ z2 等价于 z1 × 1
z2
。由于 z2 的

逆（或倒数）

1

z2
=

1

x2 + iy2
=

x2 − iy2
(x2 + iy2)(x2 − iy2)

=
x2 − iy2
x22 + y22

U9XRV

我们有
z1 ÷ z2 =

x1 + iy1
x2 + iy2

=
x1x2 + y1y2 + i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22
U9XkV

注意：实数和虚数的运算规则是复数运算规则的特例。

复数有一个实数没有的运算，共轭。复数 z = x+yi的共轭是 z∗ = (x+yi)∗ =

x − yi。从图9XR中可以看出，复数 z 和它的共轭关于实轴是对称的。显然，
z∗z = |z|2。
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吴飙 9X 复数和线性代数

我们介绍一个特殊但非常有用的复数

eiθ = +Qb θ + i bBM θ � U9XjV

这里实数 θ 是一个角度。如果学过微积分，你可以证明上式成立；如果没学
过，你就接受它并把它当做一个基本事实来用。对于一个任意的复数，我们
总是有

z = x+ yi =
√

x2 + y2

(
x√

x2 + y2
+

y√
x2 + y2

i

)
, U9X9V

令 r =
√
x2 + y2 和 +Qb θ = x/

√
x2 + y2，我们便得到

z = reiθ . U9X8V

其中 r 就是前面已经提到的 z 的模 |z|，而 θ 则是 z 的幅角。物理学家喜欢
把 θ 称作相角或相位。上面这个公式可以看作复数的另外一种表示方法。利
用这种方式很容易计算复数 z 的倒数或逆，z−1 = 1/z = e−iθ/r。而 z 的复
共轭则可以写成 z∗ = re−iθ。

我们后面会有很多机会看到复数在量子力学中的应用。这里提两个简单的复
数在数学里的运用。

Ç 利用 ei(θ1+θ2) = eiθ1eiθ2 和公式9Xj，可以推导出大家熟悉的三角函数
公式

bBM(θ1 + θ2) = bBM(θ1) +Qb(θ2) + +Qb(θ1) bBM(θ2) , U9XeV

+Qb(θ1 + θ2) = +Qb(θ1) +Qb(θ2)− bBM(θ1) bBM(θ2) , U9XdV

Ç 我们都知道一元二次方程 ax2 + bx+ c = 0 的根是

x± =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
. U9X3V

中学数学老师会告诉你如果 b2 < 4ac，这个方程没有解。有了复数以
后，我们看到一元二次方程永远有两个解：当 b2 < 4ac 时，这个方程
只是没有实数解，其实有两个复数解。希罗正是在解这类方程时发现
了复数。
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9Xk 线性代数

线性代数是对坐标、向量以及向量的变换等数学概念的推广和系统化。我们
先介绍线性空间，然后讨论线性空间中向量间的变换，即矩阵。

9XkXR 线性空间

我们先回顾一下二维平面里的向量。在选定坐标轴后，平面上每个点都可以
用两个实数坐标 x 和 y 来表示，从原点指向这个点的向量可表达成

r⃗ = (x, y) U9XNV

这些向量具有一些为人熟知而且显而易见的性质。

Ç 向量乘以一个常数后会变成另外一个向量

r⃗ ′ = ar⃗ = a(x, y) = (ax, ay) U9XRyV

常数 a一般被称为标量。如果 a = −1- 向量 r⃗ ′ 和向量 r⃗ 正好反向；如
果 0 < a < 1，相对于 r⃗，向量 r⃗ ′ 方向不变，长度缩短；如果 a > 1，
相对于 r⃗，向量 r⃗ ′ 方向不变，长度变长。

Ç 两个向量相加给出另外一个向量

r⃗1 + r⃗2 = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) U9XRRV

Ç 两个向量间的点乘定义为

r⃗1 · r⃗2 = (x1, y1) · (x2, y2) = x1x2 + y1y2 U9XRkV

点乘非常有用。考察一个向量 r⃗ = (x, y) 和自己的点乘

r⃗ · r⃗ = x2 + y2 U9XRjV

这正是向量 r⃗ 长度的平方。所以我们可以利用点乘来计算向量的长度。
如果有两个长度为 R 的向量，r⃗1 和 r⃗2，那么我们有

r⃗1 · r⃗2 = +Qb θ � U9XR9V
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其中 θ 是 r⃗1 和 r⃗2 间的夹角。如果 θ = π/2，那么 r⃗1 · r⃗2 = 0，我们说
r⃗1 和 r⃗2 相互垂直。

数学家基于上面这些性质对二维向量进行了推广，提出了线性空间（也被称
作向量空间）的概念。上面介绍向量时，我们是先有一个二维空间，建立坐
标系，然后用空间任意点的坐标来定义向量。数学家们把思路颠倒了一下，
他们说空间其实是由点构成的，定义了点和它们间的关系就定义了空间；而
不是先有空间再有点。

我们以二维线性空间为例介绍数学家具体是怎样做的。假设有一组 ǳ点Ǵ 的
集合，每个点有两个分量，我们把它记成列向量的形式

(
x

y

)
U9XR8V

这样的 ǳ点Ǵ 和常数 a 间的乘法定义为

a

(
x

y

)
=

(
ax

ay

)
U9XReV

ǳ点Ǵ 和 ǳ点Ǵ 之间的加法定义为
(
x1

y1

)
+

(
x2

y2

)
=

(
x1 + x2

y1 + y2

)
U9XRdV

数学家说所有满足以上两种关系的具有两个分量的 ǳ点Ǵ 就构成了一个二维
线性空间，而空间中的每个 ǳ点Ǵ 被称作向量，常数 a 则被称作标量k。和我
们一开始回顾的二维向量相比，最重要的是数学家换了思路，先定义 ǳ点Ǵ
再定义空间；其次是把向量的表达形式改了。公式 U9XR8V 这种表达向量的方
式为引进矩阵提供了方便，我们后面会介绍。

k在线性空间的严格定义里，数学家们还要求这些乘法和加法满足一些显而易见的关系，比
如向量 R 加向量 k 等于向量 k 加向量 R。在本书里，我们不讲究这些数学的严格性，有兴趣
的读者可以参考正规的线性代数教材。

8e



9XkX 线性代数 吴飙

为了描述向量的长度和不同向量间的角度关系，数学家还需要定义前面介绍
过的点乘。为此，他们引入了行向量的概念。他们把公式 U9XR8V 中的向量叫
做列向量，与其共轭的行向量是

(
x y

)
U9XR3V

一个行向量和列向量间按如下规则相乘
(
x1 y1

)(x2
y2

)
= x1x2 + y1y2 U9XRNV

即行向量的两个分量和列向量的两个分量分别相乘后再相加。两个向量
(
x1

y1

)
�M/

(
x2

y2

)
U9XkyV

间的 ǳ点乘Ǵ 被定义为，先将其中一个变为对应的共轭行向量，然后按公式
U9XRNV 相乘。数学家还为 ǳ点乘Ǵ 取了另外一个名字，内积。利用内积，我
们可以计算一个向量的长度 r，

r2 =
(
x y

)(x
y

)
= x2 + y2 U9XkRV

数学家这样重新理解二维向量当然不只是为了好玩，他们主要是为了将向量
及相关概念推广。首先可以推广维度，考虑有 n 个分量的向量，并类似地定
义相关的乘法和加法，这样就会得到一个 n 维线性空间。比如，对于有 9 个
分量的向量，我们可以类似地定义它们间的加法

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

b1

c1

d1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a2

b2

c2

d2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 + a2

b1 + b2

c1 + c2

d1 + d2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9XkkV

和内积

(
a1 b1 c1 d1

)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a2

b2

c2

d2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2 U9XkjV
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其次我们可以利用复数来推广线性空间。在前面的讨论中，无论是向量的每
个分量还是标量都是实数。我们将它们推广为复数，这样就得到了一类非常
重要的线性空间，希尔伯特空间。量子力学认为整个大自然就是生活在希尔
伯特空间里。

9XkXk 希尔伯特空间

为了简单起见，我们先考虑二维希尔伯特空间。组成这个空间的向量有两个
分量，我们把它记成如下形式

|ψ⟩ =
(
a

b

)
U9Xk9V

这里 a 和 b 都是复数。在上面，我们引入了狄拉克的符号，把希尔伯特空间
中的向量表示成了 |ψ⟩。符号 | ⟩ 读作 F2i。引入狄拉克符号有两个目的：首
先是为了简洁，因为高维度希尔伯特空间里向量有很多个分量，绝大多数情
况下，没有必要把它的分量一一列出。其次，这样可以和后面量子力学里的
符号自然衔接。

向量 |ψ⟩ 和一个常数的相乘为

c |ψ⟩ = c

(
a

b

)
=

(
ca

cb

)
U9Xk8V

这里 c 是一个复数。对于二维希尔伯特空间中的两个向量

|ψ1⟩ =
(
a1

b1

)
, |ψ2⟩ =

(
a2

b2

)
U9XkeV

它们的相加定义为

|ψ1⟩+ |ψ2⟩ =
(
a1

b1

)
+

(
a2

b2

)
=

(
a1 + a2

b1 + b2

)
U9XkdV

由于复数的原因，希尔伯特空间里的共轭行向量有些特别。对应于列向量
|ψ⟩，它的共轭行向量定义为

⟨ψ| =
(
a∗ b∗

)
U9Xk3V

83



9XkX 线性代数 吴飙

注意这个行向量的两个分量分别是其对应的列向量的复共轭。符号 ⟨ | 读作
#`�j。对于前面给出的两个向量 |ψ1⟩，|ψ2⟩，它们之间的内积被定义为

⟨ψ1|ψ2⟩ =
(
a∗1 b∗1

)(a2
b2

)
= a∗1a2 + b∗1b2 U9XkNV

请注意，还有一种可能的内积

⟨ψ2|ψ1⟩ =
(
a∗2 b∗2

)(a1
b1

)
= a∗2a1 + b∗2b1 ≠ ⟨ψ1|ψ2⟩ U9XjyV

两个向量 |ψ1⟩和 |ψ2⟩的内积次序是重要的，它们间两种可能的内积 ⟨ψ1|ψ2⟩
和 ⟨ψ2|ψ1⟩ 一般情况下不相等，而是互为复共轭

⟨ψ1|ψ2⟩ = ⟨ψ2|ψ1⟩∗ . U9XjRV

当两个向量的内积是实数时，我们会有 ⟨ψ1|ψ2⟩ = ⟨ψ2|ψ1⟩。如果 ⟨ψ1|ψ2⟩ = 0，
我们说向量 |ψ1⟩ 和向量 |ψ2⟩ 正交。一个向量 |ψ⟩ 的长度 r 定义为这个向量
和自己内积的平方根，即

r2 = ⟨ψ|ψ⟩ = |a|2 + |b|2 . U9XjkV

我们在回顾二维向量的时候，提到要先建立坐标系，然后才能给出一个向量
的分量。在一般的线性空间包括希尔伯特空间里，我们也需要先建立 ǳ坐标
系Ǵ，然后才能确定向量的分量。这个 ǳ坐标系Ǵ 就是线性空间的基。二维希
尔伯特空间有两个基。我们前面写 |ψ⟩ 的分量时其实隐含着在使用如下两个
基

|e1⟩ =
(
1

0

)
, |e2⟩ =

(
0

1

)
U9XjjV

利用这两个基，向量 |ψ⟩ 可以写成

|ψ⟩ = a |e1⟩+ b |e2⟩ U9Xj9V

j⟨ | 和 | ⟩ 的读法来自英文单词 #`�+F2i，将它拆开去掉在发音上不重要的 +，正好是 #`�
和 F2i。

8N
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直接计算可以验证如下关系

⟨e1|e1⟩ = ⟨e2|e2⟩ = 1 , ⟨e1|e2⟩ = ⟨e2|e1⟩ = 0 U9Xj8V

所以这两个基的长度是 R，还互相正交。我们把这种基叫做正交归一基。

图 9Xk, 正交归一基的变换。（甲）实空间中二维坐标系的旋转；（乙）二维
希尔伯特空间中正交归一基的 ǳ旋转Ǵ。

坐标系的选择不是唯一的，一个坐标系经过旋转以后会成为另外一个坐标
系（见图9Xk）。同样道理，我们可以通过某种 ǳ旋转Ǵ 得到另外一套正交归一
基。希尔伯特空间中的 ǳ旋转Ǵ 在数学上由马上要介绍的幺正矩阵表示，一
般情况下会涉及复数。比如下面这套二维希尔伯特空间的正交归一基 |ẽ1⟩和
|ẽ2⟩，

|ẽ1⟩ =
1√
2
(|e1⟩+ i |e2⟩) , |ẽ2⟩ =

1√
2
(|e1⟩ − i |e2⟩) U9XjeV

它们可以看成是由 |e1⟩ 和 |e2⟩ǳ旋转Ǵ 而得，但上面的表达式里有复数，所
以这种 ǳ旋转Ǵ 和实空间中旋转并不完全一样，内容更丰富。通过直接计算，
我们可以验证

⟨ẽ1|ẽ1⟩ = ⟨ẽ2|ẽ2⟩ = 1 , ⟨ẽ1|ẽ2⟩ = ⟨ẽ2|ẽ1⟩ = 0 U9XjdV

在这套新的正交归一基下，我们有

|ψ⟩ = a |e1⟩+ b |e2⟩ =
a− ib√

2
|ẽ1⟩+

a+ ib√
2

|ẽ2⟩ U9Xj3V

任意两个正交归一的向量都可以用作二维希尔伯特空间的基。
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以上这些结果都可以直截了当推广到 n 维希尔伯特空间。考虑 n 维希尔伯
特空间里两个向量

|φ⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2

a3
XXX
an

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |ψ⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2

b3
XXX
bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U9XjNV

向量 |φ⟩ 和常数 c 的乘积是

c |φ⟩ = c

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2

a3
XXX
an

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ca1

ca2

ca3
XXX

can

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U9X9yV

这两个向量的和是

|φ⟩+ |ψ⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1

a2

a3
XXX
an

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2

b3
XXX
bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3
XXX

an + bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U9X9RV

向量 |φ⟩ 和向量 |ψ⟩ 的内积是

⟨φ|ψ⟩ =
(
a∗1 a∗2 a∗3 · · · a∗n

)

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1

b2

b3
XXX
bn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= a∗1b1 + a∗2b2 + a∗3b3 + · · ·+ a∗nbn

U9X9kV
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n 维希尔伯特空间的正交归一基有 n 个，最自然的取法是

|e1⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0
XXX
0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |e2⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0
XXX
0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |e3⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1
XXX
0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, · · · , |en⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
XXX
0

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U9X9jV

用这套正交归一基表达 |φ⟩，我们有

|φ⟩ = a1 |e1⟩+ a2 |e2⟩+ a3 |e3⟩+ · · ·+ an |en⟩ =
n∑

j=1

aj |ej⟩ U9X99V

在上式的最后我们引进了求和号
∑n

j=1，它表示从 j = 1 求和到 j = n。|φ⟩
的共轭向量可以表达为

⟨φ| =
n∑

j=1

a∗j ⟨ej | U9X98V

|φ⟩ 和 |ψ⟩ 的内积是

⟨φ|ψ⟩ =

⎛

⎝
n∑

j=1

a∗j ⟨ej |

⎞

⎠
(

n∑

k=1

bk |ek⟩
)

=
n∑

i=1

a∗i bi U9X9eV

为了得到上式中的第二个等号，我们运用了

⟨ej |ej⟩ = 1 , ⟨ej |ek⟩ = 0 (j ̸= k) U9X9dV

9XkXj 矩阵

在正式介绍矩阵前，我们还是先回顾大家熟悉的二维向量的变换。在图9XjU甲V
中有三个向量，v⃗1、v⃗2 和 v⃗3。我们先考虑 v⃗1 和 v⃗3。写成列向量的形式，我
们有

v⃗1 =

(
1

0

)
, v⃗3 =

(
0

1

)
U9X93V
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将这两个向量逆时针旋转 jy◦。参照图9XjU甲V，利用三角函数，经过简单计
算我们得到旋转后的新向量

R30 v⃗1 =

⎛

⎝
√
3
2

1
2

⎞

⎠ , R30 v⃗3 =

⎛

⎝
−1

2
√
3
2

⎞

⎠ U9X9NV

这里 R30 表示逆时针旋转 jy◦，但这只是一个抽象的符号。数学家们发现可
以把 R30 具体表示成如下形式

R30 =

⎛

⎝
√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

⎞

⎠ . U9X8yV

数学家们称之为矩阵，并建立了如下矩阵和列向量的乘法规则
⎛

⎝
√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

⎞

⎠
(
x

y

)
=

⎛

⎝
√
3x
2 − y

2

x
2 +

√
3y
2

⎞

⎠ U9X8RV

即把矩阵的第一行当作行向量和后面的列向量做内积得到新向量的第一个
分量，把矩阵的第二行当作行向量和后面的列向量做内积得到新向量的第二
个分量。

图 9Xj, （甲）向量逆时针旋转 jy◦；（乙V 正方形 �"*. 经过一个剪切变换
后成为平行四边形 �Ƕ"Ƕ*Ƕ.Ƕ。这两个变换都可以用矩阵表达。

ej
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我们现在考虑图9XjU甲V 里的向量 v⃗2，将它逆时针旋转 jy◦。利用矩阵 R30，
我们很容易得到旋转后的新向量

R30 v⃗2 =

⎛

⎝
√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

⎞

⎠
(
1

1

)
=

⎛

⎝
√
3
2 − 1

2

1
2 +

√
3
2

⎞

⎠ U9X8kV

有兴趣的读者可以利用三角关系等其它方法来验证这个结果的正确性。

矩阵不只能表示旋转，还能表示剪切变换。比如，

Q =

(
1 0

1 1

)
U9X8jV

表示一个沿 y 轴的剪切变换。我们具体看一下 Q 的作用
(
1 0

1 1

)(
x

y

)
=

(
x

y + x

)
U9X89V

向量的 x 分量不变，y 分量变成 y + x。举个例子，对于图9XjU乙V 中的 �
点，它的 x 分量是 R，y 分量也是 R，我们有

(
1 0

1 1

)(
1

1

)
=

(
1

2

)
U9X88V

即 � 点在剪切变换 Q 的作用下变成了 �′。类似地，在 Q 的作用下，" 点
会变成 "′，* 点会变成 *′，. 点会变成 .′。所以总体上在 Q 的作用下，
图9XjU乙V 中的正方形 �"*. 会被 ǳ剪切Ǵ 成一个平行四边形 �′"′*′.′。

我们经常要对一个向量进行一系列变换。每一个变换对应一个矩阵，这就引
出了矩阵如何相乘的问题。先考虑一个例子，对一个二维向量先进行旋转变
换 R30 然后进行剪切变换 Q。这对应如下计算

QR30

(
x

y

)
= Q

⎛

⎝
√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

⎞

⎠
(
x

y

)

=

⎛

⎝
1 0

1 1

⎞

⎠

⎛

⎝
√
3
2 x− y

2

x
2 +

√
3
2 y

⎞

⎠ =

⎛

⎝
√
3
2 x− y

2
√
3+1
2 x+

√
3−1
2 y

⎞

⎠ U9X8eV
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引入一个新的矩阵

W =

⎛

⎝
√
3
2 −1

2
√
3+1
2

√
3−1
2

⎞

⎠ U9X8dV

直接计算可以验证

QR30

(
x

y

)
= W

(
x

y

)
U9X83V

上面这个等式说明：两个连续的矩阵变换可以等价于一个矩阵变换。在数学
上，它显示了两个矩阵相乘等于另一个矩阵，QR30 = W。

上面这个特例无法确定矩阵相乘的具体规则。我们考察两个一般的矩阵

M1 =

(
a11 a12

a21 a22

)
, M2 =

(
b11 b12

b21 b22

)
U9X8NV

先进行 M2 变换再进行 M1 变换的作用效果是

M1M2

(
x

y

)
= M1

(
b11x+ b12y

b21x+ b22y

)

=

(
(a11b11 + a12b21)x+ (a11b12 + a12b22)y

(a21b11 + a22b21)x+ (a21b12 + a22b22)y

)
U9XeyV

直接的计算可以看出，这两个变换其实等价于下面这个变换

M3 =

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
U9XeRV

也就是

M1M2 =

(
a11 a12

a21 a22

)(
b11 b12

b21 b22

)

=

(
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22

a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

)
= M3 U9XekV

从这个式子可以清晰地看出矩阵的乘法规则：M1 第一行的行向量和 M2 第
一列的列向量的内积给出新矩阵 M3 第一行第一列的矩阵元；M1 第一行的

e8
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行向量和 M2 第二列的列向量的内积给出新矩阵 M3 第一行第二列的矩阵
元；M1 第二行的行向量和 M2 第一列的列向量的内积给出新矩阵 M3 第二
行第一列的矩阵元；M1 第二行的行向量和 M2 第二列的列向量的内积给出
新矩阵 M3 第二行第二列的矩阵元。有兴趣的读者可以利用这个规则验证一
下上面的例子 QR30 = W。

矩阵的乘法有一个非常重要的性质：乘法的次序很重要。我们来计算一下
R30Q， ⎛

⎝
√
3
2 −1

2

1
2

√
3
2

⎞

⎠
(
1 0

1 1

)
=

⎛

⎝
√
3−1
2 −1

2
√
3+1
2

√
3
2

⎞

⎠ U9XejV

很显然 R30Q ̸= QR30。这就是矩阵相乘的不可交换性：一般情况下，对于任
意两个矩阵 M1 和 M2，M1M2 ̸= M2M1。当然也存在一些特殊的矩阵，它
们间的乘法是可交换的，比如

(
1 0

0 1

)(
1 0

1 1

)
=

(
1 0

1 1

)(
1 0

0 1

)
U9Xe9V

在二维实空间，矩阵相乘的不可交换性有很明确的几何意义。为此我们介绍
一个非常有用的矩阵，

Rθ =

(
+Qb θ − bBM θ
bBM θ +Qb θ

)
U9Xe8V

这个矩阵的作用是让列向量绕原点逆时针旋转了一个角度 θ。前面介绍的
R30 是特例 θ = 30◦。当 θ = 90◦ 时，我们得到另外一个特例

R90 =

(
0 −1

1 0

)
U9XeeV

让我们回到图9XjU乙V中的正方形 �"*.，对它进行两组不同的变换：（R）先
做旋转 R90，然后做剪切 Qc（k）先做剪切 Q，后做旋转 R90。在第一组操作
中，由于正方形的对称性，先进行的旋转 R90其实没有造成任何变化。这样实
际效果和单个剪切变换 Q一样，结果就是图9Xj乙中的平行四边形 �′"′*′.′；
第二组操作的结果则会将图9Xj乙中平行四边形 �′"′*′.′ 逆时针旋转 Ny◦。
由于次序的变化，两组变换得到不同的结果。同时我们通过矩阵乘法可以直

ee
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接验证 R90Q ̸= QR90。这就是矩阵相乘不可交换性的几何意义。有兴趣的读
者可以对比一下另外两组变换：（R）先做旋转 R30，然后做剪切 Qc（k）先做
剪切 Q，后做旋转 R30。正方形 �"*.经过这两组变换也会变成不同的图形。

矩阵经常被称为线性变换或线性算符，它和线性空间合在一起被称为线性代
数。之所以是线性，大致有两个原因：（R）任意两个向量 |ψ⟩ 和 |φ⟩ 的线性
组合 c1 |ψ⟩+ c2 |φ⟩ 依然是一个向量；（k）矩阵描述的变换永远也不会把一
条直线变换成一条曲线。有兴趣的读者可以思考一下为什么。

上面介绍的矩阵是一类特殊的矩阵，被称为 2× 2 实矩阵，即这类矩阵有两
行两列，矩阵元都是实数。一般的矩阵有 n 行 n 列，矩阵元可以是复数

M =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

M11 M12 · · · M1n

M21 M22 · · · M2n

XXX XXX X X X XXX
Mn1 Mn2 · · · Mnn

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9XedV

其中复数 Mij 表示第 i 行第 j 列的矩阵元。行指标和列指标相同的矩阵元，
比如M11和M22，被称为对角元；其它的矩阵元，即行指标和列指标不同的矩
阵元，被称为非对角元，比如M12 和M2n。下面对矩阵进行比较系统的介绍。

对于一个 n × n 矩阵 M，它和一个常数的相乘就是让这个常数和自己的每
个矩阵元相乘。对于两个 n× n 矩阵 M 和 P，它们的加法 G = M + P 定
义为

Gij = Mij + Pij U9Xe3V

即对应位置的矩阵元简单相加。它们的乘法 D = MP 定义为

Dij =
n∑

k=1

MikPkj U9XeNV

即矩阵 M 第 i 行的行向量和矩阵 P 第 j 列的行向量做内积得到新矩阵元
Dij。行列数不一样的矩阵无法相加和相乘。举一个例子，考虑两个 4× 4 矩
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阵

γ0 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −i

0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, γ1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. U9XdyV

这两个矩阵相加得到一个新矩阵

γ0 + γ1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −i

0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 i −i

0 0 −i i

i i 0 0

i i 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9XdRV

它们的相乘为

γ1γ0 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −i

0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9XdkV

γ0γ1 =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 −i

0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9XdjV

显然 γ0γ1 ̸= γ1γ0。在这里，矩阵乘法次序的不可交换性已经没有明显的几
何意义，因为这两个矩阵都有虚数矩阵元。后面我们会看到，这种普遍的矩
阵乘法的不可交换性是量子力学里算符不可交换性的数学基础，会导致完全
无法用经典力学理解的量子效应，比如海森堡不确定性关系。

下面介绍矩阵的两个非常重要的操作。

转置 一个矩阵 M 的转置就是将它的行和列相互调换，记作 MT，数学上我
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们有 MT
ij = Mji。下面两个矩阵互为转置

⎛

⎜⎜⎝

1 2 3

i 2i 3i

4 5 6

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝

1 i 4

2 2i 5

3 3i 6

⎞

⎟⎟⎠

T

U9Xd9V

厄密共轭 一个矩阵 M 的厄密共轭不但将它的行和列相互调换，而且还取
复共轭，记作 M †，数学上我们有 M †

ij = M∗
ji。下面两个矩阵互为厄密

共轭 ⎛

⎜⎜⎝

1 2 3

i 2i 3i

4 5 6

⎞

⎟⎟⎠ =

⎛

⎜⎜⎝

1 −i 4

2 −2i 5

3 −3i 6

⎞

⎟⎟⎠

†

U9Xd8V

利用这两个操作，我们定义几类特殊但非常重要的矩阵

对角矩阵 一个对角矩阵的所有非对角元都等于零，下面是个例子
⎛

⎜⎜⎝

1 0 0

0 3 0

0 0 8

⎞

⎟⎟⎠ U9XdeV

对角矩阵间的乘法是可以交换的，即如果矩阵 M1 和 M2 是对角的，
那么 M1M2 = M2M1。有兴趣的读者可以自己证明一下。

单位矩阵 如果一个对角矩阵的对角元都是 R，这个对角矩阵就是单位矩阵，
一般记作 I。

逆矩阵 矩阵 M 的逆矩阵记作 M−1- 它满足 MM−1 = M−1M = I。不是
所有的矩阵都有逆矩阵。

对称矩阵 如果一个矩阵 M 满足 M = MT，这个矩阵被称作对称矩阵。下
面是一个对称矩阵的例子

⎛

⎜⎜⎝

1 2 3

2 5 4

3 4 6

⎞

⎟⎟⎠ U9XddV
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厄密矩阵 如果一个矩阵 M 满足 M = M †，这个矩阵叫厄密矩阵。下面三
个矩阵都是厄密矩阵，

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
U9Xd3V

人们通常称这三个矩阵为泡利矩阵。显然实的对称矩阵（所有矩阵元
都是实数）是厄密矩阵。

幺正矩阵 如果矩阵 M 满足 M †M = MM † = I，这种矩阵叫幺正矩阵。下
面是一个幺正矩阵

U =

(
+Qb θ i bBM θ
i bBM θ +Qb θ

)
U9XdNV

直接了当的计算表明它确实满足 U †U = UU † = I。

矩阵在后面介绍的量子力学里中有广泛的应用。我们这里先看一个矩阵在数
学里的应用，用矩阵来解二元一次方程组。考虑一个二元一次方程组

2x+ 3y = 2 U9X3yV

x− 3y = 1 U9X3RV

利用我们熟悉的方法，先消掉 y，得到 x = 1；然后代入原方程我们会得到
y = 0。我们现在用矩阵来解这个方程。我们把这个方程组写成矩阵形式

(
2 3

1 −3

)(
x

y

)
=

(
2

1

)
U9X3kV

由于矩阵

M =

(
2 3

1 −3

)
U9X3jV

的逆矩阵是

M−1 =

(
1/3 1/3

1/9 −2/9

)
U9X39V

在方程 U9X3kV 两边乘上这个逆矩阵，我们便可得到
(
x

y

)
=

(
1/3 1/3

1/9 −2/9

)(
2

1

)
=

(
1

0

)
U9X38V

dy



9XkX 线性代数 吴飙

就这样，方程解出来了。这个矩阵方法对于上面这个简单的问题显得有些牛
刀杀鸡，但它向我们展示了一个求解类似于方程 U9X3kV 的线性方程组的一
般方法。

9XkX9 本征态和本征值

对于一个矩阵 M 有一些特殊的向量 |ψ⟩，它们满足

M |ψ⟩ = v |ψ⟩ U9X3eV

即矩阵 M 作用在这些向量上等价于一个常数和这些向量相乘。在数学上，
|ψ⟩ 被称作矩阵 M 的本征向量，而 v 是相应的本征值。比如矩阵 Q 有一个
本征向量

|α⟩ =
(
0

1

)
U9X3dV

对应的本征值是 R。这可以通过下面的直接计算验证，
(
1 0

1 1

)(
0

1

)
=

(
0

1

)
U9X33V

显然向量 c |α⟩（c 是一个任意复数）也是 Q 的本征向量，这在数学上不算
新的本征向量。按照这种规定，剪切矩阵 Q 只有一个本征向量。有兴趣的
读者可以证明一下。

在量子力学里，人们主要关心厄密矩阵的本征向量和本征值。由于在量子力
学中本征向量对应一个量子态，物理学家喜欢把本征向量称作为本征态。对
于任意一个 n× n 厄密矩阵 O，它的本征态和本征值具有如下普遍性质。

Ç O一定有 n个本征态 |φ1⟩ , |φ2⟩ , · · · , |φn⟩，其相应本征值为 v1, v2, · · · , vn。
即 O |φj⟩ = vj |φj⟩ , (j = 1, 2, · · · , n)。

Ç 可以证明本征值 v1, v2, · · · , vn 都是实的。

Ç 可以证明本征态 |φ1⟩ , |φ2⟩ , · · · , |φn⟩相互正交，即 ⟨φi|φj⟩ = 0 , (i ̸= j)。
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Ç 由于 c |φj⟩ 依然是本征态，我们可以利用这个性质，通过适当选择 c

使得 ⟨φj |φj⟩ = 1。这种本征态被称作是归一的。

有可能某两个本征值 vi = vj (i ̸= j)，这时我们说相应的两个本征态 |φi⟩ 和
|φj⟩ 简并。头三条性质的证明超越了本书的范畴，有兴趣的读者可以在任何
一本标准的线性代数或量子力学教科书中找到。

举一个例子。考虑一个 4× 4 的厄密矩阵，

Ωx =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
U9X3NV

它有如下 9 个本征态

|φ1⟩ =
1

2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

1

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |φ2⟩ =

1

2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

−1

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |φ3⟩ =

1

2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

1

−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |φ4⟩ =

1

2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

−1

−1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠

U9XNyV
对应的本征值依次是 R-R-@R-@R。直接计算可以验证这 9 个本征态是正交归一
的。并且 |φ1⟩ 和 |φ2⟩ 简并，|φ3⟩ 和 |φ4⟩ 简并。

9XkX8 直积空间

如果我们有两个希尔伯特空间 V1 和 V2，那么这两个空间可以构成一个新的
希尔伯特空间，V = V1 ⊗ V2，这里 ⊗ 被称为直积。如果 V1 的维度是 n1，
V2 的维度是 n2，那么直积空间V 的维度是 n = n1n2。如果 V1 中有一个
向量 |φ⟩，V2 中有一个向量 |ϕ⟩，那么通过直积它们构成一个 V 中的向量
|ψ⟩ = |φ⟩ ⊗ |ϕ⟩。直积空间 V 中的向量总是可以表达成 V1 和 V2 中向量的
直积或多个直积的线性叠加，即

|Ψ⟩ = c1 |φ1⟩ ⊗ |ϕ1⟩+ c2 |φ2⟩ ⊗ |ϕ2⟩+ · · ·+ cj |φj⟩ ⊗ |ϕj⟩+ · · · U9XNRV

V 中的直积向量有如下简单的运算性质
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直积规则 和普通乘法非常类似

(|φ1⟩+ |φ2⟩)⊗ (|ϕ1⟩+ |ϕ2⟩)

= |φ1⟩ ⊗ |ϕ1⟩+ |φ1⟩ ⊗ |ϕ2⟩+ |φ2⟩ ⊗ |ϕ1⟩+ |φ2⟩ ⊗ |ϕ2⟩ U9XNkV

一个特例是 (|φ1⟩+ |φ2⟩)⊗ |ϕ⟩ = |φ1⟩ ⊗ |ϕ⟩+ |φ2⟩ ⊗ |ϕ⟩。

不可交换性 |φ⟩ ⊗ |ϕ⟩ ̸= |ϕ⟩ ⊗ |φ⟩

标量相乘 c |φ⟩ ⊗ |ϕ⟩ = |φ⟩ ⊗ c |ϕ⟩

在量子力学中我们经常遇到多个系统组成的复合系统，复合系统的希尔伯特
空间就是各个子系统希尔伯特空间的直积。关于直积空间还有一些其它的运
算规则，特别是关于内积的运算规则，我们将在第七章结合双自旋系统具体
介绍。
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第五章 迈入量子之门

让我们正式进入量子力学的世界。在这个世界里，经典力学里几乎所有理所
当然的概念都会被抛弃，日常生活中形成的种种直觉都会受到挑战。量子力
学是一个全新的世界，在这里粒子不再具有确定的轨迹，而由神奇的波函
数描述；在这里，你只能用几率来预言未来；在这里，一个没有大小的粒子
可以 ǳ绕着自己转起来Ǵ；在这里，原则上，太阳可以同时从东边升起和在
西边落下；在这里，两个粒子之间可以发生一种无法理喻的关联；在这里，
能量会变得离散；在这里，你必须使用复数和矩阵。我们用施特恩@格拉赫
实验和自旋为你开启这扇量子之门，并用它来展示门后各种神奇的量子现象。

8XR 施特恩@格拉赫实验

RNkk 年两位德国物理学家，施特恩（PiiQ ai2`M- R333 @ RNeN）和格拉赫
（q�Hi?2` :2`H�+?- R33N @ RNdN），做了一个永载物理史册的实验R 。图8XR是
这个实验的示意图。他们用一个高温炉将银加热蒸发成气体，银蒸汽从炉子
里出来经过一些控制阀门形成银原子束，银原子束通过一个非均匀磁场后到
达检测屏。他们发现银原子束会被非均匀磁场折射分解成两束，最后在检测
屏上形成两个分离的斑点。这个结果完全出乎施特恩和格拉赫的预料。因为
根据经典物理，他们预期观察到一条细长的连续条纹。

施特恩和格拉赫做实验时知道每个银原子携带磁矩，可以被看作一个小磁铁
（见图8XR）。当一个小磁铁处于一个磁场里的时候，它的南北两极会感受到方
向相反的力。如果磁场是均匀的，也就是磁场强度不随空间变化，南北两极

R在 RNkk 年，量子力学理论还很初级（见第二章），人们也不知道电子具有自旋。我们这
里忽略这些历史发展的曲折，按照现代量子理论对这个著名实验进行解释。
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受到的力大小相同方向相反，银原子作为一个整体不会感受到任何力。实验
中的磁场是不均匀的，这样南北两极受到的力大小不同，银原子会总体感受
到一个力，运动轨迹则因此会发生偏折。这个偏折力的大小和方向取决于磁
矩的方向和磁场方向的夹角：夹角越小、偏折力越强、偏折角度越大；如果
两个银原子的磁矩正好相反（比如图8XR中的银原子 R 和银原子 j），它们感
受到的力正好相反，它们的偏折方向会因此而相反。由于银原子来自高温炉
产生的银蒸汽，它们的磁矩方向是随机的，指向任何一个方向的概率是相同
的，这也意味着这些银原子感受到的偏折力会是一个均匀分布。所以，按照
经典物理，预期的观察结果应该是一条细长的条纹。但是，实验结果却是两
个分立的斑点。

如果我们进一步简化这个实验，这个结果会显得更加不可思议。在 RNkk 年，
施特恩@格拉赫实验里的银原子来自一个高温炉，原子束的流量很大，每次有
大量银原子同时通过非均匀磁场，并到达检测屏。现在技术已经有非常大的
进步，我们可以控制银原子束的流量使得每次只有一个银原子通过非均匀磁
场。假设银原子的磁矩依然随机指向任何方向。实验结果会怎样呢？每个银
原子会被随机地偏折到两个斑点中的一个，向上和向下的几率各是 Rfk。很
像一个人在掷硬币，每次投掷结果是不确定的，出现正反面的几率各是 Rfk。

令人困惑的是银原子和硬币似乎没有任何相似之处。如果有人在你面前掷骰
子（注意，它有六面！），但每次只会出现 R 或 k，你一定会觉得这个骰子
被人做了手脚，提议仔细检查这个骰子。前面强调了，由于银原子来自高温
蒸汽，它的磁矩方向是随机的，三维空间的任何一个方向都有可能。所以，
上面的实验结果就像有个人在掷一个有无穷个面的骰子（这实质上就是一个
球！），但每次投掷完后只会出现 R 或 k。这怎么可能？银原子一定被人装了
什么机关！

这个机关就是量子力学。银原子具有一个完全无法用经典力学描述的自由
度，自旋。银原子具有磁矩，就是因为它带自旋。虽然自旋可以在空间指向
任意方向，但按照量子力学，你的测量结果只可能有两个，因此图8XR中的检

de



8XkX 自旋 吴飙

图 8XR, 施特恩@格拉赫实验。银原子具有一个非配对的电子，由于这个电子
的自旋，它具有一个小磁矩，可以被当做一个小磁铁。在非均匀的磁场中，
每个银原子会由于携带的磁矩感受到一个力。

测屏上只可能有两个斑点。

8Xk 自旋

几乎所有微观粒子都具有一种特殊的角动量，它被称为自旋。当一个物体绕
另外一个物体旋转（比如，地球绕太阳转）或者物体绕一个轴自己旋转（比
如陀螺），这个物体就具有角动量。物理学家把这种由于物体的空间旋转而
形成的角动量叫做轨道角动量，而把自旋叫做内禀角动量，以示区别。在经
典物理中，物体只能有轨道角动量；在量子物理中，一个粒子或物体可以既
有轨道角动量又有自旋。我们必须用量子力学才能描述自旋。当一个带电粒

dd



吴飙 8X 迈入量子之门

子旋转时，它具有轨道角动量，并形成磁矩，这时候这个粒子就像一个小小
的指南针。当一个粒子具有自旋时，它也会具有磁矩。正由于这个性质，我
们大致可以把自旋类比成一个很小的指南针。这种类比不严格，但能帮助我
们建立一些直观的理解。

自旋有很多类，为简单起见我们只考虑最简单的自旋，自旋 Rfk。除非明说，
我们以后讨论的自旋都是自旋 Rfk。电子就具有自旋 Rfk。银原子有 9d 个
电子，其中的 9e 个电子各自配对使得自旋效应体现不出来，但有一个电子
孤零零在 5s 能级没有和其他电子配对。银原子在施特恩@格拉赫实验中的神
奇表现就来自这个孤零零的 5s 电子携带的自旋。

为什么自旋会是 Rfk？刚刚说过，自旋是一种特殊的角动量。物理学家发现，
轨道角动量总是普朗克常数的整数倍，即 mh̄，这里 m 是整数（可正可负）。
而自旋对应的角动量则可以是 ±h̄/2、±h̄、±3h̄/2等等。物理学家还发现，一
个粒子所带自旋的角动量会有个最大值。比如电子所带自旋的角动量的最大
值就是 h̄/2。自旋 Rfk 指的就是这个自旋的最大角动量是 h̄/2。质子和中子
的自旋也是 Rfk。光子的自旋则是 R，这意味着光子自旋的最大角动量是 h̄。
在量子力学里，无论是轨道角动量还是自旋角动量，它们的取值都是离散的。
比如，自旋 Rfk的角动量只能是 −h̄/2, h̄/2；自旋 R的角动量只能是 −h̄, 0, h̄。

自旋还和在第二章提到的费米子和玻色子紧密相关：费米子的自旋都是半整
数的，比如 Rfk，jfk，8fk 等；玻色子的自旋都是整数的，比如 y，R，k 等。

有自旋 Rf9吗？没有。狄拉克发现电子具有自旋 Rfk是狭义相对论和量子力
学结合的必然结果。如果某一天实验物理学家发现自然界存在自旋 Rf9，那
么理论物理学家就不得不改写相对论或者量子力学或者两者。

自旋是微观粒子的一个内禀特征，和静止质量和电荷类似。但自旋的内涵要
丰富得多，因为它还是一种自由度。由于粒子可以在实空间运动，物理学家
说粒子具有空间自由度。物理学家发现粒子还可以在一种和自旋相关的抽象

d3



8XkX 自旋 吴飙

空间里运动。这个空间里的每个 ǳ点Ǵ 代表一个自旋的量子状态（简称，自
旋态）。因此自旋也是粒子的一个自由度。这种自旋自由度在经典力学中完
全不存在，只有量子力学才能描述。对于自旋 Rfk，这个抽象空间就是二维
希尔伯特空间，其中的每个向量代表一个自旋态。我们先介绍两个特殊的自
旋态，向上态 |u⟩ 和向下态 |d⟩，

|u⟩ =
(
1

0

)
, |d⟩ =

(
0

1

)
U8XRV

直接的计算可以验证 ⟨u|d⟩ = 0 和 ⟨u|u⟩ = ⟨d|d⟩ = 1，即 |u⟩ 和 |d⟩ 是正交归
一的。在普通的二维空间里，任意两个正交的向量都可以用来做坐标轴（或
坐标基），其他向量可以表达为这两个正交向量的线性叠加。二维希尔伯特
空间具有同样的性质，它的任意向量 |ψ⟩ 可以表达成 |u⟩ 和 |d⟩ 的线性叠加，

|ψ⟩ = c1 |u⟩+ c2 |d⟩ =
(
c1

c2

)
U8XkV

强调一下，这里的 c1 和 c2 是复数。

按照量子力学，如果对上面这个态进行测量，那么测到自旋向上（即自旋态
|u⟩）的概率是 |c1|2；测到自旋向下（即态 |d⟩）的概率是 |c2|2。由于总概率
应该等于 R，所以我们要求 |c1|2 + |c2|2 = 1。这个条件叫归一化条件。在量
子力学里，我们要求量子态满足归一化条件。

利用上面这个简要的自旋理论，我们已经可以解释施特恩@格拉赫实验了。假
设某个银原子从高温炉里出来时，它处于如下量子态

|ψ1/6⟩ =
√

1

6
|u⟩+

√
5

6
|d⟩ U8XjV

按照上面所述，对这个银原子进行测量，测量结果是自旋向上的概率是 Rfe，
结果是自旋向下的概率是 8fe。这意味着，在施特恩@格拉赫实验中，如果有
ey 个这样的银原子通过非均匀磁场后，那么大约有 Ry 个会偏向上方，大约
有 8y 个会偏向下方。结果是我们会在检测屏观察到两个斑点，上面那个小
些，下面那个大些。在真实的实验里，银原子的磁矩方向是随机的，这意味
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着它的自旋态是随机的，也就是公式 U8XkV 中的 c1 和 c2 是任意的。这样我
们应该在检测屏看到上下两个大小差不多的斑点。这正是在施特恩@格拉赫
实验观察到的现象。

由于公式 U8XkV 中的 c1 和 c2 可以用来存储信息，自旋 Rfk 在量子信息领域
经常被等价于量子比特。关于量子信息，第九章和第十章有详细的介绍。

8Xj 量子态和它的几率内涵

在第三章中我们介绍了，一个经典粒子的运动状态可以用相空间的一个点表
示，这个点的坐标是实数，包括两部分，一部分是动量，一部分是坐标。假设
有一个一维粒子，它在相空间的坐标是 (x, p)。如果我们对它进行测量，我
们会测到它的位置是 x，动量是 p。这里没有不确定性，没有概率。

在量子力学里，一切都变了。一个量子粒子的运动状态，即量子态，是希尔
伯特空间中的一个向量，在数学上用一组复数坐标表达。对于自旋，这个希
尔伯特空间维数是 k，因而它的量子态可以用两个坐标表达，即公式 U8XkV
中的 c1 和 c2。但是这组坐标和相空间中的实数坐标 (x, p) 非常不同。数学
上，c1 和 c2 是复数；物理上，c1 和 c2 都不是直接可以测量的，它们只是给
出了测量结果的几率。对单个自旋进行测量，结果是不确定的：可能是向上
（几率是 |c1|2）；可能是向下（几率是 |c2|2）。

在日常生活中我们经常碰到几率。比如掷一个骰子，可能会有 e 种结果，每
个结果出现的几率是 Rfe。如果只掷一次，我们不能确定结果是什么，e 种
结果都有可能。这和对量子态进行测量非常类似。

虽然都叫几率（或概率），量子力学中的几率和我们平常碰到的几率有本质
的不同。最重要的不同是，通常的几率来自我们的无知和外在的偶然因素而
量子力学里的几率是基本的和内在的。
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8XjX 量子态和它的几率内涵 吴飙

我们以掷骰子为例来看看日常生活中的几率是从哪里来的。当我们把一个骰
子掷出去后，可能会发生一些偶然事件，比如有人不小心碰了一下桌子，某
人的首饰突然掉下来和骰子碰了一下，或者突然刮起了风。这些外来的偶然
因素会带来不确定性。我们当然可以想办法把这些偶然因素排除掉，比如
可以找一个非常重的桌子，把一个透明的盒子牢牢地固定在桌面上，放入一
只掷骰子机械手，最后把盒子抽成真空（图8Xk）。但是排除这些偶然因素之
后，我们依然不确定骰子的哪个面会朝上。因为骰子会和桌面（盒子壁也有
可能）进行很多次复杂的碰撞，而普通人对这些碰撞完全不了解，无法预测
结果，只能笼统地预测各个面都有可能朝上。在这里，几率来自我们的无知。
如果你有办法把无知去掉，几率就会消失。

设想有一个聪明的物理学家，他叫小量。小量仔细了解了骰子和桌面各自是
由什么材料做的、材料的弹性等各种因素，全面研究了一个骰子以某个角度
和速度与桌面碰撞以后会如何弹起来，在空中如何运动等。基于这些知识，
他就可以编一个计算机程序，用它来准确预言骰子在停下来后会哪个面朝
上。对于小量，当他用高速摄像机获得骰子掷出瞬间的位置、速度、转速、
旋转的方向等各种相关因素后，掷骰子就不再是一个随机事件，无需用几率
来描述，他的程序可以准确预言骰子的哪个面朝上。

我们再来看看量子力学的几率。考虑一个自旋，它处于下面这个自旋态

|ψ′
1/6⟩ =

√
1

6
|u⟩+ i

√
5

6
|d⟩ U8X9V

按照量子力学，如果对上面这个态进行测量，会有 Rfe 的概率观测到自旋
向上，8fe 的概率观测到自旋向下。我们用施特恩@格拉赫实验来检测这个自
旋态。为此，我们改进图8XR中的粒子源，使得出来的银原子总是处于上面的
自旋态。假设在实验中我们成功地让 eyyy 个这样的银原子通过了非均匀磁
场，那么在检测屏上会出现两个斑点，上面那个斑点大约有 Ryyy 个银原子，
下面那个斑点大约有 8yyy 个银原子。这个实验结果完全可以用骰子来模拟。
我们制作 eyyy 个相同的特殊骰子，每个骰子有一个面刻着 ǳ上Ǵ，另外五个
面刻着 ǳ下Ǵ。掷出这 eyyy 个特殊骰子，那么结果一定是大约 Ryyy 个骰子
是 ǳ上Ǵ，大约 8yyy 个是 ǳ下Ǵ。从实验结果看，施特恩@格拉赫实验和掷骰
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图 8Xk, 准确预言掷骰子的结果。

子没有任何区别。那么量子力学中的几率和掷骰子的几率是一样的吗？

我们考察一下施特恩@格拉赫实验中的可能影响测量结果的各种因素。首先，
粒子源的制备可能有些小的偏差，从粒子源出来的银原子的自旋态可能会稍
微偏离自旋态 U8X9V；其次银原子在飞行过程中可能会受到一些偶然因素的
影响，比如空气分子的碰撞；另外，产生磁场的磁铁可能会有些小的振动。
这些偶然因素，也就是通常说的实验中的噪声，会对测量结果带来一些小的
影响：粒子源制备的偏差会影响每个斑点中确切的银原子数目；空气分子的
碰撞和磁铁的振动会影响斑点半径和形状等。这些影响显然不是实质的；我
们总是可以通过改进实验装置来尽量减小这些影响：改进粒子源的制备方
式，将整个实验置于真空环境，把磁铁固定在一个很重的桌面上。对于掷骰
子，在排除这些偶然因素或实验噪声后，小量就可以准确预言骰子的哪面朝
上。对于自旋，情况非常不同，即使排除了偶然因素，我们还是无法确定地
预言自旋的测量结果，只能用几率来预言测量结果。
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8XjX 量子态和它的几率内涵 吴飙

我们在前面仔细分析了掷骰子的物理过程。从中可以看到，日常生活中的几
率来源于我们对很多物理过程和因素的忽略，比如骰子的初始运动状态，骰
子材料的弹性，桌面材料的弹性等。那么施特恩@格拉赫实验中的几率结果
是不是也是因为我们忽略了很多重要的物理过程和因素呢？现代物理知识告
诉我们，除了上面提及的一些偶然因素，我们没有忽略任何重要的物理过程
和因素。所以，量子力学里的几率是本质的，这是量子力学的基本原则。按
照量子力学，希尔伯特空间中一个向量完整描述了自旋的状态，而这个向量
只能告诉你不同测量结果的几率。

量子态这种内在的几率内涵曾经让许多著名的物理学家不满意，现在仍然有
很多物理学家对此不满意。爱因斯坦的名言 ǳ上帝不玩骰子Ǵ（:Q/ /Q2bMǶi
TH�v /B+2）非常准确而生动地概括了这种不满。这些物理学家觉得或许存在
一些超越现代物理探测手段的物理过程或因素，量子力学中的几率来源于忽
略了这些物理过程或因素。他们认为将来一定会有一个更先进和深刻的理
论，这个理论包涵很多没有出现在量子理论中的隐藏变量（简称隐变量），通
过这些隐变量人们就可以摆脱几率进而准确预言测量结果。

我们用骰子来进一步解释什么是隐变量理论。当我们用几率理论来描述掷骰
子时，这个理论只和骰子的形状和骰子质量分布的均匀性有关。如果骰子不
是正立方体，比如某个面明显小于其他五个面，骰子各个面出现的几率就会
受到影响；如果制作骰子的材料不均匀或被人有意做了手脚，那么它的质心
就不会正好在立方体的中心，这也会影响骰子六个面出现的几率。但是其他
因素，比如骰子的大小、制作骰子的材料、桌面的材料、骰子如何与桌面碰
撞等都不会影响骰子六个面出现的几率。但对于那个聪明的物理学家小量，
骰子的大小、制作骰子的材料，桌面的材料等因素都必须考虑。在考虑了这
些因素后，小量就可以放弃几率理论，编写一个计算机程序来准确预言骰子
的哪个面会朝上。小量考虑的这些额外因素对于骰子的几率理论来说就是
ǳ隐藏的Ǵ 变量：这些因素确实会影响骰子的运动，但却不会影响骰子的几
率。也就是说，小量通过引入 ǳ隐变量Ǵ，建立了一个全面的能准确预言骰子
结果的理论。提倡隐变量理论的物理学家认为，他们也可以通过引入隐变量
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建立一个更先进和全面的物理理论来准确预言自旋的方向。

这种关于隐变量的争论曾经长期停留在哲学层面，争辩双方各执一词，无法
定论。后来贝尔（CQ?M ai2r�`i "2HH- RNk3 @ RNNy）指出，如果你只对一个粒
子或自旋进行测量，你是无法从实验上来区分量子力学的几率和通常的几率
的，为了区别它们，你必须考虑至少两个粒子或自旋。贝尔证明了一个著名
的不等式，他发现自旋间的几率关联会违反这个不等式，而骰子间的几率关
联不会。这就为这个争论指明了一条实验检验的途径。迄今为止，所有的实
验都表明隐变量理论不存在，也就是，一个量子态被希尔伯特空间中的一个
向量完整描述，量子态对测量结果只能给出几率性的预测。在第七章，我们
将证明贝尔的不等式，进一步阐释量子态的几率内涵。

前面已经介绍了，量子态是希尔伯特空间的一个向量。但是量子态和希尔伯
特空间的向量不是一一对应的：向量 |ψ⟩ 和向量 |ψ̃⟩ = c |ψ⟩ 对应同一个量
子态。归一化条件要求 ⟨ψ|ψ⟩ = ⟨ψ̃|ψ̃⟩ = 1，所以 |c|2 = 1。至于它们为什么
是同一个态，在本章的末尾有解释。细心的读者可能已经注意到了公式 U8XjV
和公式 U8X9V 描述的两个自旋态有些区别：|d⟩ 前面的系数一个是实数而另
一个是虚数。虽然它们对测量结果的预测是相同的，都是 1/6 的几率向上和
5/6 的几率向下，但它们是不同的自旋态。如果 |ψ1/6⟩ 和 |ψ′

1/6⟩ 对应同一个
量子态，我们必须有

√
1

6
|u⟩+

√
5

6
|d⟩ = c

√
1

6
|u⟩+ c i

√
5

6
|d⟩ U8X8V

|u⟩前的系数应该相等，这要求 c = 1；|d⟩前的系数应该相等，这要求 c = −i。
两个条件不可能同时满足，所以 |ψ1/6⟩ 和 |ψ′

1/6⟩ 是不同的量子态或自旋态。
对于我们现在讨论的问题，这两个自旋态会给出相同的结果。但是如果我们
改变施特恩@格拉赫实验中的磁场方向，这两个自旋态会给出不同的测量结
果。我们在第8X8节会进一步讨论。
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8X9 可观测量和算符

我们前面介绍了，自旋有向上向下两个状态，|u⟩和 |d⟩，相应地在施特恩@格
拉赫实验中我们会观测到上下两个斑点。在这些讨论中，为了简单起见，我
故意做了些模糊处理，描述得不是很严谨，特别是我没有解释为什么 |u⟩ 和
|d⟩ 分别描述了自旋的向上和向下两个状态。

描述一个量子系统运动状态的是抽象的希尔伯特空间里的一个向量 |ψ⟩，但
是实验上是无法直接观测 |ψ⟩ 的。为了将抽象的 |ψ⟩ 和现实世界和物理观
测联系起来，量子力学引入了可观测量（Q#b2`p�#H2）和算符（QT2`�iQ`）的
概念。前面的施特恩@格拉赫实验是在测量可观测量，自旋沿 z 方向的分量，
对应的算符是泡利矩阵 σ̂z。那么这些算符是如何和实验观测联系起来的呢？
这种联系是通过矩阵的本征态和本征值建立起来的。

泡利矩阵 σ̂z 是一个 2×2厄密矩阵，它有两个本征态和两个实数本征值。通
过直接计算我们很容易验证

σ̂z |u⟩ =
(
1 0

0 −1

)(
1

0

)
=

(
1

0

)
= |u⟩ U8XeV

σ̂z |d⟩ =
(
1 0

0 −1

)(
0

1

)
=

(
0

−1

)
= − |d⟩ U8XdV

所以 |u⟩ 和 |d⟩ 都是 σ̂z 的本征态，它们相应的本征值分别是 1 和 −1。
对于一个可观测量，量子力学规定观测的结果是相应算符的本征值。所以
对于算符 σ̂z 的测量结果只可能是 ±1，在施特恩@格拉赫实验里分别对应
上下两个斑点。如果自旋处于 |u⟩ 态，实验上只能观测到自旋向上分量，
对应银原子飞向上面的斑点；如果自旋处于 |d⟩ 态，实验上只能观测到自
旋向下分量，对应银原子飞向下面的斑点。如果自旋处于前面提到的态
|ψ1/6⟩ =

√
1/6 |u⟩ +

√
5/6 |d⟩，那么银原子会有 1/6 的概率向上飞，5/6

的概率向下飞。
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从上面简单的介绍可以看出：量子力学和经典力学非常不一样。在经典力学
里，描述粒子运动状态是位置 x 和动量 p，可观测量也是位置 x 和动量 p，
观测值还是位置 x 和动量 p。在量子力学里，运动状态、可观测量、观测结
果则是互不相同的概念：运动状态是希尔伯特空间中的一个向量；可观测量
是算符（或矩阵）；观测结果则是算符的本征值。

8X8 任意方向的自旋

前面讨论的是自旋沿 z 轴的分量。如果只有一个磁场，我们总是可以设定它
的方向是沿 z 轴的。但我们将来会碰到更复杂的问题，比如图dXR描述的双
自旋施特恩@格拉赫实验中，两边的磁场方向可以不同，在这种情况下，我们
就必须考虑如何描述一个指向任意方向的自旋。

图 8Xj, 三维实空间中的单位向量。

我们用实空间的单位向量 n⃗ = {nx, ny, nz} 来表示自旋的方向。由于 n⃗ 是单
位向量，n2

x + n2
y + n2

z = 1。利用 n⃗，结合泡利矩阵，我们构造下面这个算符

n⃗ · σ̂ = nxσ̂x + nyσ̂y + nzσ̂z =

(
nz nx − iny

nx + iny −nz

)
U8X3V
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8X8X 任意方向的自旋 吴飙

显然这是一个厄密矩阵。考虑一个特殊情况，自旋沿 z 方向，即 n⃗ = {0, 0, 1}，
这时我们有 n⃗ · σ̂ = σ̂z。前面已经讨论了，σ̂z 的本征态是 |u⟩ 和 |d⟩，它们
相应的本征值是 1 和 −1。

考虑另一个特殊情况，自旋沿 x方向，即 n⃗ = {1, 0, 0}，这时我们有 n⃗·σ̂ = σ̂x

算符 σ̂x 代表的可观测量是自旋沿 x 轴的分量，我们定义两个自旋态，

|f⟩ = 1√
2
(|u⟩+ |d⟩) = 1√

2

(
1

1

)
U8XNV

和

|b⟩ = 1√
2
(|u⟩ − |d⟩) = 1√

2

(
1

−1

)
U8XRyV

通过直接运算，我们可以验证

σ̂x |f⟩ = |f⟩ , σ̂x |b⟩ = − |b⟩ U8XRRV

这表明 |f⟩ 和 |b⟩ 是算符 σ̂x 的两个本征态，分别表示向 ǳ前Ǵ 和向 ǳ后Ǵ 两
个自旋态，其对应的本征值分别是 ±1。在施特恩@格拉赫实验中，这对应于
将磁场方向改为 x 轴，这时我们将观察到前后两个斑点。对于 σ̂y，我们也
有两个本征态，它们分别是，

|r⟩ = 1√
2
(|u⟩+ i |d⟩) = 1√

2

(
1

i

)
U8XRkV

和

|l⟩ = 1√
2
(|u⟩ − i |d⟩) = 1√

2

(
1

−i

)
U8XRjV

同样，我们可以验证

σ̂y |r⟩ = |r⟩ , σ̂y |l⟩ = − |l⟩ U8XR9V

所以相应的本征值也是 ±1。
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考虑一般情况，自旋沿任意方向。我们用角度变量来重写方向（见图8Xj）

n⃗ = {bBM θ +Qbϕ, bBM θ bBMϕ, +Qb θ} U8XR8V

这时我们有

n⃗ · σ̂ =

(
+Qb θ bBM θe−iϕ

bBM θeiϕ − +Qb θ

)
U8XReV

可以验证算符 n⃗ · σ̂ 的本征态是

|n+⟩ =
(

+Qb θ
2

eiϕ bBM θ
2

)
, |n−⟩ =

(
bBM θ

2

−eiϕ +Qb θ
2

)
U8XRdV

对应的本征值分别是 ±1。也就是

n⃗ · σ̂ |n+⟩ = |n+⟩ , n⃗ · σ̂ |n−⟩ = − |n−⟩ U8XR3V

这就是说，无论磁场方向如何，施特恩@格拉赫实验中只会观测到两个斑点。
从物理角度，这非常容易理解：毕竟 z 轴没有什么特殊的。

但有时候，施特恩@格拉赫实验中可能只观测到一个斑点。比如，当自旋处于
|u⟩ 态时，如果磁场方向沿 z 轴，那么实验上只会观测到一个斑点。事实上，
对于任意一个自旋态 U8XkV，我们总是可以找到一个方向 n⃗，使得它满足

n⃗ · σ̂ |ψ⟩ = |ψ⟩ U8XRNV

通过和公式（8XRd）比较，我们可以确定这个方向 n⃗ 和 c1、c2 的关系：
c1 = +Qb θ

2，c2 = bBM θ
2e

iϕ。这个结果的物理含义是：在施特恩@格拉赫实
验中，如果把那个高温炉换成一个更精巧的粒子源，它产生的银原子总是处
于同一个自旋态，那么我们可以调节磁场的方向，使得检测屏上只有一个斑
点。

在第8Xj节的末尾，我们从数学上阐述了自旋态 U8XjV 和 U8X9V 是不同的，现
在我们看看它们物理上的区别。在施特恩@格拉赫实验中，我们将磁场方向
调整为 x 轴，即观测自旋沿 x 轴的分量。在第四章中，我们说过任意两个
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8X8X 任意方向的自旋 吴飙

正交归一的向量都可以用作二维希尔伯特空间的基。我们选 σ̂x 的两个本征
态 |f⟩ 和 |b⟩ 为基，将自旋态 U8XjV 用它们展开

|ψ1/6⟩ = c1 |f⟩+ c2 |b⟩ U8XkyV

为了得到 c1，上式两边左乘 ⟨f |，利用 ⟨f |f⟩ = 1 和 ⟨f |b⟩ = 0，我们有

c1 = ⟨f |ψ1/6⟩ =
√
5 + 1

2
√
3

U8XkRV

类似地我们有

c2 = ⟨b|ψ1/6⟩ =
1−

√
5

2
√
3

U8XkkV

所以测得自旋向前和向后的概率分别是，

|c1|2 =
3 +

√
5

6
≈ 0.873 , |c2|2 =

3−
√
5

6
≈ 0.127 U8XkjV

同样，我们可以展开自旋态 U8X9V，

|ψ′
1/6⟩ = c′1 |f⟩+ c′2 |b⟩ U8Xk9V

其中

c′1 = ⟨f |ψ′
1/6⟩ =

1 + i
√
5

2
√
3

, c′2 = ⟨b|ψ′
1/6⟩ =

1− i
√
5

2
√
3

U8Xk8V

这样测得自旋向前和向后的概率分别是，

|c′1|2 = |c′2|2 =
1

2
U8XkeV

这些计算表明 |ψ1/6⟩ 和 |ψ′
1/6⟩ 在物理上是非常不一样的：|ψ′

1/6⟩ 向前和向
后的概率是一样的而 |ψ1/6⟩ 向前和向后的概率差别很大。

我们能不能同时测量 σ̂x 和 σ̂z\ 这样我们会不会看到四个斑点？这是不可能
的。在操作上，这就是要在施特恩@格拉赫实验中同时加一个沿 x 轴的磁场
和一个沿 z 轴的磁场，但结果是你得到了一个沿 n⃗ = {nx, 0, nz} 方向的磁
场，并不是两个磁场。实验结果是沿 n⃗ = {nx, 0, nz} 方向的两个斑点，而不
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吴飙 8X 迈入量子之门

是四个斑点。

另外，在理论上，我们发现算符 σ̂x 和 σ̂z 不对易

[σ̂x, σ̂z] ≡ σ̂xσ̂z − σ̂zσ̂x = −2iσ̂y U8XkdV

这里 [ô1, ô2] ≡ ô1ô2 − ô2ô1 被称作算符 ô1 和 ô2 的对易子。类似地，我们有

[σ̂x, σ̂y] = 2iσ̂z , [σ̂y, σ̂z] = 2iσ̂x U8Xk3V

所以 σ̂x，σ̂y 和 σ̂z 这三个算符互不对易，根据量子力学，它们代表的三个
可观测量是不可能同时有确定的测量结果。这就是著名的海森堡不确定性关
系。这和施特恩@格拉赫实验中不能同时测量沿 x 轴和沿 z 轴的自旋分量有
关系吗？我认为没有。我们会在第八章里详细讨论。

在结束对单个自旋讨论前，我们有必要再次强调一下，尽管公式 U8XkV 表
示的自旋态只能对测量结果给出一个几率性的预测，但这并不意味着公式
U8XkV 是不完整的。在量子力学的理论框架里，公式 U8XkV 给出了自旋态的完
整描述，我们不可能给出更准确和更完美的描述。

在通常的概率论里，如果结果 wj 发生的几率是 pj，那么平均结果是 w̄ =
∑

j wjpj。对于一个量子态 |ψ⟩，也可以定义某个可观测量的 ǳ平均值Ǵ，不
过，在量子力学里，大家习惯地把这个 ǳ平均值Ǵ 叫做期待值。对于自旋态
|ψ⟩，自旋算符 n⃗ · σ̂ 期待值的定义是

⟨ψ|n⃗ · σ̂|ψ⟩ U8XkNV

直接的计算可以验证如下两个期待值

⟨u|σ̂z|u⟩ = 1 , ⟨u|σ̂x|u⟩ = 0 U8XjyV

这些结果和我们对 ǳ平均值Ǵ的通常理解完全一致。由于 |u⟩是 σ̂z 的本征态，
每次测量的结果都是一样的，所以 ⟨u|σ̂z|u⟩ = 1。由于 |u⟩ = (|f⟩+ |b⟩)/

√
2，

所以针对 σ̂x 的测量结果有 8yW 几率是 R，8yW 几率是 −1，这样期待值是
零。
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8XeX 量子力学的基本原则 吴飙

8Xe 量子力学的基本原则

我们以自旋为例子将大家引入了量子之门，向大家介绍了量子力学的基本框
架。现在我们把这个理论框架概括和推广一下。

量子态 一个量子体系的运动状态是希尔伯特空间里的一个向量。对于前面
讨论的自旋，希尔伯特空间的维数是 k。一般的量子体系的希尔伯特
空间的维数是 n，这个 n 可以是无穷大。对一个 n 维的希尔伯特空间，
我们总是可以找到 n 个正交归一的基 |en⟩，而任何一个量子态可以表
达成这些正交归一基的线性叠加

|ψ⟩ =
n∑

j=1

cj |ej⟩ U8XjRV

展开系数 cj 被称作量子态 |ψ⟩ 在基矢 |ej⟩ 上的投影系数，它等于 |ψ⟩
和 |ej⟩的内积，即 cj = ⟨ej |ψ⟩Ƙ。这些展开系数被要求满足归一化条件

n∑

j=1

|cj |2 = 1 U8XjkV

可观测量 量子力学中的可观测量由算符表示，数学上由矩阵表达。前面讨
论的和自旋相关的泡利矩阵都是可观测量。对于一个可观测量 Ô，它
的本征态 |φj⟩ 满足 Ô |φj⟩ = vj |φj⟩，而相应的本征值对应一个可能的
测量结果。对于量子态 |ψ⟩，测量结果的期待值是 ⟨ψ|Ô|ψ⟩。

几率解释 任何一个量子态可以表达成可观测量 Ô 的本征态 |φj⟩ 的线性叠
加 k

|ψ⟩ =
n∑

j=1

aj |φj⟩ U8XjjV

|aj |2 = | ⟨φj |ψ⟩ |2 是这个量子态处于本征态 |φj⟩ 的几率。如果对这个
量子态进行测量 Ô，那么测量结果是 vj 的几率是 |aj |2。

k本征态的个数有可能小于希尔伯特空间的维数，本书不讨论这种情况。

NR



吴飙 8X 迈入量子之门

以上就是量子力学的基本框架，但是还不全，因为还没有动力学，即一个量
子态如何随时间变化。我们将在第六章介绍量子动力学。

这些量子力学的基本原则有一个非常重要的推论：一个量子态的总体相位是
没有任何物理意义的。换句话说就是，向量 |ψ⟩ 和 |ψ′⟩ = eiθ |ψ⟩（θ 是一个
常数）表示同一个量子态。|ψ⟩ 和 |ψ′⟩ 期待值是一样的

⟨ψ′|Ô|ψ′⟩ = ⟨ψ|e−iθÔeiθ|ψ⟩ = ⟨ψ|e−iθeiθÔ|ψ⟩ = ⟨ψ|Ô|ψ⟩ U8Xj9V

处于本征态 |φj⟩ 的几率也是一样的

| ⟨φj |ψ′⟩ |2 = | ⟨φj |eiθ|ψ⟩ |2 = | ⟨φj |ψ⟩ |2|eiθ|2 = |aj |2 U8Xj8V

总之，在物理上 |ψ⟩和 |ψ′⟩ = eiθ |ψ⟩没有任何区别，它们表示同一个量子态。

量子理论的基本框架和经典力学的框架非常不一样。下面的表格是经典力学
和量子力学的直接比较。

经典力学 量子力学

运动状态 动量 p、位置 x 希尔伯特空间中的一个向量 |ψ⟩

可观测量 动量 p、位置 x 矩阵算符，比如，动量算符 p̂、位
置 x̂、自旋算符 n⃗ · σ̂

观测结果 动量 p、位置 x 矩阵算符的本征值

观测的确定性 确定 不确定，几率

从这个表可以看出，在经典力学里运动状态、可观测量、观测结果是同一个
东西；而在量子力学里，这三个概念是独立的。在经典力学的教科书里，老
师在课堂上讲授经典力学时，没有人会强调粒子的动量和位置具有这三重身
份。我们只是在了解了量子力学之后才意识到了这一点。这也使得我们初识
量子力学时会觉得它陌生和不好理解。

我们将在第六章介绍位置算符 x̂ 和动量算符p̂。
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第六章 量子动力学

经典力学的核心是研究各种粒子或体系的运动，即它们的运动状态是如何随
时间变化的。一个系统运动状态随时间的变化就是动力学。在经典力学里，
动力学遵守牛顿第二定律。在本章我们介绍量子态是如何随时间变化的，即
量子动力学。描述量子态随时间变化的方程叫薛定谔方程。为了避免繁琐的
数学，我们将侧重于薛定谔方程的基本性质，而不是如何解薛定谔方程。我
们随后介绍它的推论，态叠加原理，以及相关的量子不可克隆定理和量子干
涉现象。

eXR 薛定谔方程

第一位正确描述量子态如何随时间演化的物理学家是薛定谔。在他之前，海
森堡提出了一个量子动力学方程，这个方程现在叫海森堡方程。但海森堡方
程方程描述的是可观测量或算符如何随时间演化，而不是量子态。狄拉克后
来指出，薛定谔的方程和海森堡方程在物理上是等价的。在实践中，人们发
现在大多数情况下薛定谔方程使用起来更方便，所以我们主要介绍薛定谔方
程。

薛定谔最初写下的方程是三维的，这里为了简单，我们写下它的一维数学形
式

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) UeXRV

这种方程在数学上叫偏微分方程，求解这类方程涉及的数学知识超越了本书
的范围，我们将只简单地介绍它的一些特征和性质。上式中的 ψ(x, t) 叫波
函数，它描述粒子所处的量子态，它的模平方 |ψ(x, t)|2 告诉我们在时刻 t在
空间点 x 发现这个粒子的概率。公式 UeXRV 左边是波函数 ψ(x, t) 随时间的
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吴飙 eX 量子动力学

变化；右边是波函数 ψ(x, t) 随空间的变化。薛定谔方程就是将两种变化联
系起来。薛定谔方程中的 m是粒子的质量，而 V (x)是这个粒子感受到的外
势。在第三章，我们介绍了两个系统，自由落体和简谐振子。对于它们，V (x)

分别等于 −mgx和 1
2mω

2x2。非常有趣的是，质量和外势都是典型的和粒子
相关的概念；而 ψ(x, t) 则描述某种波动行为。薛定谔方程将这两个非常不
同的侧面神奇而有机地结合在了一起，是波粒二象性的一种具体的数学体现。

薛定谔方程的左右两侧都含有普朗克常数h̄，所以从这个方程里得到的绝大
多数结果都会和普朗克常数 h̄有关。但有些时候，我们也可以从薛定谔方程
中得到一些和普朗克常数 h̄ 无关的结果。我们举个例子，简谐振子。它的经
典运动我们在第三章中讨论过，它的位置和动量都会随时间周期变化，变化
的周期是 T = 2π/ω。在量子力学里，简谐振子的运动状态可以用一个波函
数 φ(x, t) 描述，这个波函数会按照薛定谔方程随时间演化。通过求解简谐
振子的薛定谔方程，我们会发现它的波函数 φ(x, t) 也会周期变化，而且变
化周期也是 T，即 φ(x, t) = φ(x, t+ T )。这个结果中非常有趣的地方是它和
普朗克常数 h̄一点关系都没有：经典振荡周期和量子振荡周期完全一样。至
于如何具体求解简谐振子的薛定谔方程，有兴趣的读者请参考狄拉克的《量
子力学原理》。

上面这个例子虽然很特殊，但是它揭示了一个非常重要的普遍关系：尽管薛
定谔方程和牛顿的力学方程看起来有天壤之别，它们描述的运动是有一定
联系的。物理学家发现经典运动可以看成量子运动的一种近似，系统能量越
高这种近似越好。也就是说，一个系统能量越高它的量子运动就接近经典运
动。简谐振子是一个特殊的系统，在能量很低时它的量子运动也很像经典运
动。下面我们介绍哈密顿算符时会重新讨论这种量子@经典对应关系。

eXk 波函数

第五章介绍的量子力学的基本原则中有一条是：描述一个粒子或系统的量子
态是希尔伯特空间中的向量。在薛定谔方程里，我们用波函数ψ(x)描述了一
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eXkX 波函数 吴飙

个粒子的量子态。乍一看它们非常不一样。其实波函数也是一个希尔伯特空
间里的向量，只是这个希尔伯特空间有无穷维。为了看出波函数和希尔伯特
空间的联系，我们考虑一个简单的系统，一个运动在一维点阵上的粒子（见
图eXRU甲V）。最简单的情况是，粒子只能处于格点 x1，这时我们说它的量子
态是 |x1⟩，是一个一维希尔伯特空间里的向量。这是一个非常无趣的系统，
粒子只能待在一个格点上，物理上非常平庸。

图 eXR, （甲）一维点阵。从上往下，粒子允许占据的格点数从 R 逐渐增大
到 n。（乙）一维连续空间上的波函数。

稍微复杂一点的情况是，粒子可以处于两个格点 x1 和 x2。这时，粒子有两个
可能的量子态：|x1⟩ 或 |x2⟩。这两个量子态 |x1⟩ 和 |x2⟩ 满足正交归一条件，
⟨x1|x1⟩ = ⟨x2|x2⟩ = 1 和 ⟨x1|x2⟩ = 0，它们张成一个二维希尔伯特空间。这
个希尔伯特空间里的任意一个量子态可以写成 ψ(x1) |x1⟩+ψ(x2) |x2⟩。这个
量子态表示粒子处于格点 x1 的几率是 |ψ(x1)|2，处于 x2 的几率是 |ψ(x2)|2。
物理一下变得有趣多了：粒子不但可以同时处于两个不同的格点，还可以按
照薛定谔方程在两个格点间跳跃。

以此类推，如果这个粒子可以处于 n 个格点，那么它可能的量子态有

|x1⟩ , |x2⟩ , |x3⟩ , · · · , |xn−1⟩ , |xn⟩ UeXkV

N8



吴飙 eX 量子动力学

这些量子态 |xj⟩ 同样满足正交归一条件R

⟨xj |xj⟩ = 1 , ⟨xi|xj⟩ = 0 (i ̸= j) UeXjV

它们张成了一个 n 维的希尔伯特空间。这个希尔伯特空间中的一般向量可
以写成

|ψ⟩ =
n∑

j=1

ψ(xj) |xj⟩ UeX9V

这些系数满足归一化条件
∑n

j=1 |ψ(xj)|2 = 1。向量 |ψ⟩ 描述的量子态表示
粒子在格点 xj 的几率是 |ψ(xj)|2。

现在我们想象这样一个极限过程：保持最左和最右格点间的距离不变，将格
点数增到无穷大。它的结果就是一个连续的线段，而系数 ψ(xj) 则变成这个
线段上的一个连续函数 ψ(x) （参见图eXRU乙V）。这样我们就看出了波函数
ψ(x) 确实是无限维希尔伯特空间中的一个向量。这个结果可以直接推广到
一个无穷长的线段和更高维的空间。在公式 UeX9V 的两边左乘 ⟨xi|，我们会
得到 ψ(xi) = ⟨xi|ψ⟩。在连续极限下，它会变成

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ UeX8V

这个公式展示了如何用狄拉克符号来表示波函数 ψ(x)。

eXj 哈密顿算符和幺正演化

公式 UeXRV 中的薛定谔方程只涉及了粒子的空间自由度，它不能描述具有自
旋的粒子。后来人们将薛定谔方程推广成一个更简洁的形式

ih̄
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ UeXeV

这里的 Ĥ 被叫做哈密顿算符。和公式 UeXRV 对应的哈密顿算符是

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) UeXdV

R这些量子态 |xj⟩ 大致可以理解为一类特殊的函数 δ(x − xj)，这个函数在 xj 点为无穷
大，其它地方为零。利用 δ 函数，正交条件可以写成 ⟨xi|xj⟩ = δ(xi − xj)。数学上比较严格
的关于 δ 函数的讨论可以参见狄拉克的书《量子力学原理》。
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eXjX 哈密顿算符和幺正演化 吴飙

如果我们定义动量算符

p̂ = −ih̄
∂

∂x
UeX3V

我们就有

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x) UeXNV

这和前面的经典哈密顿量H = p2/2m+ V (x) 几乎是一样的，唯一的区别是
经典动量 p 被一个算符 p̂ 代替了。我们在前面提到，一个系统能量很高时
它的量子运动和经典运动非常接近，这种普遍的量子@经典对应的根源就在
于量子哈密顿算符和经典哈密顿量之间的相似性。对于自旋，Ĥ 会具有完全
不同的形式。比如，当一个自旋处于一个沿 z 方向的磁场里时，它的哈密顿
算符 Ĥ = µbBσ̂z，这里 µb 是自旋携带的磁矩而 B 是磁场的强度。经典力
学里没有和自旋哈密顿算符对应的哈密顿量。

哈密顿量或算符在现代物理中占据了极其重要的地位，它是数学家哈密顿
（aB` qBHHB�K _Qr�M >�KBHiQM，R3y8 @ R3e8）在 R3jj年引入的。哈密顿发现
他可以从哈密顿量出发严格地重新推导出牛顿力学。也就是说，哈密顿把牛
顿力学放入了一个新数学框架。量子力学颠覆了经典力学（即牛顿力学）中
的许多基本概念。但是哈密顿量不但没有被量子力学抛弃，反而被提升为哈
密顿算符，成为薛定谔方程的核心，是理解一切量子体系物理性质的基础。

考虑一个量子体系，它在初始时刻处于量子态 |ψ0⟩。随着时间它会按照薛定
谔方程 UeXeV 在希尔伯特空间演化，在时刻 t 演化成 |ψ(t)⟩（见图eXk）。我们
可以用一个算符或矩阵来描述这个演化，把这个过程写成

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ0⟩ UeXRyV

利用薛定谔方程 UeXeV，我们可以严格证明 Û(t) 是一个幺正算符或矩阵 k，
即它满足

Û †(t)Û(t) = I UeXRRV

k对具体证明过程感兴趣的读者可以参考狄拉克的《量子力学原理》或其它标准量子力学
教科书。
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吴飙 eX 量子动力学

图 eXk, 希尔伯特空间中的动力学演化。量子态 |ψ0⟩ 是希尔伯特空间中的一
个向量，它经过一个幺正演化 Û(t) 后变成另外一个量子态 |ψ(t)⟩。演化轨
迹始终在球面上表示幺正演化过程中向量的长度不变。

演化算符 Û(t) 是幺正的，这个事实有深刻的物理内涵。假设有两个初始量
子态 |ψ0⟩ 和 |φ0⟩，经过时刻 t 后它们分别演化成了 |ψ(t)⟩ 和 |φ(t)⟩-

|ψ(t)⟩ = Û(t) |ψ0⟩ , |φ(t)⟩ = Û(t) |φ0⟩ UeXRkV

利用 Û(t) 的幺正性，我们有

⟨ψ(t)|φ(t)⟩ = ⟨ψ0|Û †(t)Û(t)|φ0⟩ = ⟨ψ0|φ0⟩ UeXRjV

这个结果表明两个量子态的内积不会随时间改变。考察两个特例。如果 |ψ0⟩
和 |φ0⟩ 正交，即 ⟨ψ0|φ0⟩ = 0，那么 ⟨ψ(t)|φ(t)⟩ = 0。这就是说，如果两个
量子态在初始时刻正交，那么在动力学演化过程中它们将一直保持正交。如
果 |ψ0⟩ = |φ0⟩，那么我们有

⟨ψ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ψ0|Û †(t)Û(t)|ψ0⟩ = ⟨ψ0|ψ0⟩ UeXR9V

前面讲过，向量和自己的内积给出向量的长度。上式表明描述量子态的向量
在动力学演化过程中长度不变（见图eXk）。物理上这意味着总的几率在动力
学演化过程中是守恒的。对于我们前面讨论的自旋态

|ψ(t)⟩ = c1(t) |u⟩+ c2(t) |d⟩ UeXR8V
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eXjX 哈密顿算符和幺正演化 吴飙

这个结论意味着 |c1(t)|2 + |c2(t)|2 是不会随时间改变的。如果初始时刻有
|c1(0)|2 + |c2(0)|2 = 1，那么我们一直会有 |c1(t)|2 + |c2(t)|2 = 1。下一节我
们会给一个描述自旋在均匀磁场中进动的幺正演化算符。

幺正演化是量子信息技术的一个重要特征。无论是量子计算还是量子通信，
它们的工作模式大致是这样的：（R）构造一定数量的量子比特，j；（k）将这
个由量子比特构成的系统初始化到一个特定的量子态；（j）对量子比特进行
一系列操控让它们的量子态发生演化或传播；（9）最后得到目标量子态。在
量子计算和量子通信中，这些操控导致的演化必须是幺正的，否则就不是量
子计算和量子通信了。但是量子信息技术中的幺正演化和我们前面讨论的幺
正演化有一个重要的区别：前者一般由外在器件对量子比特的操控实现的9，
而后者是系统自身按照薛定谔方程进行的幺正演化。这些器件的操控会不可
避免地给量子比特带来 ǳ额外Ǵ 的扰动，使量子比特和环境发生纠缠，量子
比特不再具有确定的量子状态。这就是所谓的退相干效应。量子信息技术的
挑战就是在维持有效操控的同时尽量减小这些操控带来的退相干效应。我们
打个比喻。夏日里，我们既希望打开门窗通风透气又希望关上门窗防止蚊虫，
解决这个矛盾的一个办法是纱门纱窗。科学家们在经过很多努力后发现，量
子信息技术中的 ǳ纱门纱窗Ǵ 非常难造。其中量子计算中遇到的困难尤其巨
大，比人类迄今实现的任何技术都难很多。我们将在第九和十章更详细地介
绍量子计算和量子通信。

第五章介绍的量子力学的基本原则加上薛定谔方程就构成了一个完整的量
子力学的基本框架。如果把量子力学比作围棋，那么我们现在已经把 ǳ围棋Ǵ
的基本规则介绍完了。棋下得越多思考得越多，你的棋就下得越好，你在围
棋中也能体会到更多的快乐。同样，在量子力学的基本框架里练习得越多思
考得越多，你对量子力学和自然界的理解就越深刻，你的理解也一定会给你
带来更多的快乐。

j如果你不了解量子比特，你可以把它当作一个自旋。
9量子绝热（或退火）计算机是例外。
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吴飙 eX 量子动力学

在结束本节以前，我们介绍一下和薛定谔方程等价的海森堡方程

ih̄
d

dt
Ô(t) = [Ô(t), Ĥ] UeXReV

其中 Ô 是任意的可观测量算符。由于算符在数学上对应矩阵，海森堡方程又
经常被称为矩阵方程。对于动量算符 p̂，我们有

ih̄
d

dt
p̂(t) = [p̂(t), Ĥ] UeXRdV

这个方程描述一个粒子的动量如何随时间演化，可以看作牛顿第二定律的量
子版，从数学上，物理学家也确实可以证明它们之间存在非常有趣而深刻的
量子@经典对应。详细介绍海森堡方程以及它和薛定谔方程的等价性超越了
本书的范围，有兴趣的读者可以参阅狄拉克的《量子力学原理》。

eX9 量子能级和本征波函数

在量子力学里，可观测量由算符表示，这些算符的本征值是可能的观测结果。
哈密顿算符对应的可观测量是能量，它也有自己的本征态和本征值

Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ UeXR3V

这里 |ψn⟩ 被称作能量本征态，En 被称作本征能级或量子能级。物理学家认
为一个量子体系的物理性质全部隐含在哈密顿算符里；而求解一个哈密顿算
符的本征态和本征值往往是揭示这些物理性质最重要和最关键的一步。为了
避免繁杂的数学，我们用两个简单的例子来演示如何求解一个量子系统的能
量本征态和本征能级。

作为第一个例子，我们考虑一个在磁场 B⃗ 中的自旋。它的哈密顿量是

Ĥs = µbB⃗ · σ̂ UeXRNV

其中 µb 是自旋的磁矩，它的取值依赖于自旋的载体，比如质子自旋比电子自
旋所带磁矩小 Ryyy多倍。这个哈密顿量和前面介绍的算符 n⃗·σ̂是等价的。如
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eX9X 量子能级和本征波函数 吴飙

果同样用角度 θ和 β来表示 B⃗的方向，即 B⃗ = B(bBM θ +Qbϕ, bBM θ bBMϕ, +Qb θ)，
Ĥs 的两个能量本征态和公式 U8XRdV 完全一致

|E+⟩ =
(

+Qb θ
2

eiϕ bBM θ
2

)
, |E−⟩ =

(
bBM θ

2

−eiϕ +Qb θ
2

)
UeXkyV

它们对应的本征能级是 E± = ±µbB。让这个自旋和一束频率为 ν 的光（或电
磁波）相互作用，如果光子能量正好等于能级差，即 hν = ∆E = E+−E− =

2µbB，自旋会吸收一个光子后翻转方向。这种自旋的共振吸收现象就是核
磁共振成像技术的基础。

能量本征态提供了一个方便的求解动力学演化的方法。如果自旋的初始状态
是 |φ0⟩ = c1 |u⟩ + c2 |d⟩，我们可以这样来求解时刻 t 的自旋态。我们先将
|φ0⟩ 用能量本征态 |E±⟩ 展开

|φ0⟩ = (c1 +Qb
θ

2
+ c2e

−iϕ bBM θ
2
) |E+⟩+ (c1 bBM

θ

2
− c2e

−iϕ +Qb θ
2
) |E−⟩ UeXkRV

然后在能量本征态 |E±⟩ 插入相应的时间因子 e−iE±t/h̄，我们就得到了时刻
t 的自旋态

|φ(t)⟩ = (c1 +Qb
θ

2
+ c2e

−iϕ bBM θ
2
)e−i

E+t

h̄ |E+⟩

+(c1 bBM
θ

2
− c2e

−iϕ +Qb θ
2
)e−i

E−t

h̄ |E−⟩ UeXkkV

解释这个方法为什么是对的超越了本书的范围。熟悉微积分的读者可以将这
个解代入薛定谔方程 UeXeV，验证它的正确性。由于这是量子力学中最简单
的系统，让我们继续玩下去，玩彻底。我们将 |φ(t)⟩ 用 |u⟩ 和 |d⟩ 表达

|φ(t)⟩ =
(
c1 +Qbωt− ic1 +Qb θ bBMωt− ic2e

−iϕ bBM θ bBMωt
)
|u⟩

+
(
c2 +Qbωt+ ic2 +Qb θ bBMωt− ic1e

iϕ bBM θ bBMωt
)
|d⟩ UeXkjV

其中频率 ω = µbB/h̄。注意，当 t = π/ω 时，|φ(t)⟩ = − |φ0⟩，即自旋已经
回到了初态。所以自旋周期振动的频率是 2ω，它被称作自旋进动频率。我
们还可以把这个动力学用幺正演化算符表达出来 |φ(t)⟩ = Ûs(t) |φ0⟩，其中

Ûs(t) =

(
+Qbωt− i +Qb θ bBMωt −ie−iϕ bBM θ bBMωt
−ieiϕ bBM θ bBMωt +Qbωt+ i +Qb θ bBMωt

)
UeXk9V
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有兴趣的读者可以验证这是矩阵是幺正的。

在第二个例子中，我们考虑一个质量为 K 的球，

图 eXj, 盒子里的小球。

它在一个一维的盒子里运动，盒子是固定的，长
度是 a- 盒壁不可穿透，球和盒壁的碰撞是弹性
的（即碰撞不会改变球的能量）。另外，为了简单
我们忽略球的大小也不考虑摩擦力。由于球在盒
子中受到的合力为零，这相当于公式 UeXdV 中的
V (x) = 0。所以这个球的哈密顿算符是

Ĥ = − h̄2

2m

∂2

∂x2
UeXk8V

这时本征态方程 UeXR3V 具有如下具体形式

− h̄2

2m

∂2

∂x2
ψn(x) = Enψn(x) UeXkeV

求解这个本征方程依然需要一些微积分的知识，我们直接给出结果。我们建
立一个坐标系，原点是左边的盒壁。在这个坐标系里，本征波函数具有如下
形式

ψn(x) =

√
2

a
bBM
(nπx

a

)
UeXkdV

相应的量子能级是

En =
n2π2h̄2

2ma2
UeXk3V

这里 n 只能取正整数，即 n = 1, 2, 3, · · ·。有兴趣的读者可以将上面两个结
果代入公式 UeXkeV，利用第三章的公式 UjXRk-jXRjV 验证一下。有兴趣的读者
还可以尝试用第三章的玻尔@索莫菲量子化规则计算这个球的能级，并和这
里的结果比较。

我们来看一下结果的物理内涵。首先由于 n 是正整数，本征能级En 是离散
的。其中 E1 是小球的最小能量。由于 E1 > 0，这表明球在能量最小时还
不能完全静止。这和经典力学完全不同：根据经典力学，小球可以完全静止，
所以经典小球的最低能量是零。这种非零的最低能量是一种量子效应，是我
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们在第一章提到的零点振动，和海森堡不确定性关系紧密相关。

图 eX9, 左：一维盒子中量子小球的四个本征波函数；右：琴弦的振动模式。

关于本征波函数，我们注意到 ψn(0) = ψn(a) = 0，即波函数在两个盒
壁是零，这保证了球永远也不会跑出盒子。如果盒壁是可穿透的，那么波
函数在两个盒壁可以不是零。我们在图eX9中画出了四个本征波函数 ψn(x)

Un = 1, 2, 3, 4V。熟悉声学的读者一定知道，声波会在各种乐器上形成驻波，
这些驻波有各种不同的模式。在数学上，声波的驻波模式和薛定谔方程的本
征波函数是一样的。作为对比，我们在图eX9中还画了琴弦的四个振动模式，
它们和左边的本征波函数几乎一模一样。由于这种相似性，你完全可以把每
个量子体系想象成一件乐器，而整个宇宙则是这些 ǳ乐器Ǵ 合奏出的一首宏
大而无比精妙的交响乐。这首交响乐起于大爆炸，已经演奏了 R9y 亿年；这
乐曲还会继续上千亿年，上万亿年，以至永远。物理学家迄今只听懂了其中
很小的一部分，它美妙无比、精彩绝伦。希望读者中有人加入，一起努力去
听懂更多更美的篇章。

RNke 年薛定谔在发表的论文里不但写下他的方程，而且求解了氢原子的本
征波函数和本征能级。薛定谔得到的氢原子的本征能级和玻尔在 RNRj 年用
旧量子理论得到的结果完全一致，从而能解释氢原子的光谱。但是薛定谔
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得到的本征波函数和玻尔的量子轨道则非常不一样。求解氢原子的本征波函
数超越了本书范围，我们直接给出结果。图eX8中展示的是氢原子中电子的三
个能量本征波函数。除了 1s 波函数是一个简单的球形，其它波函数都具有
相当有趣的结构，并且和玻尔的量子轨道以及德·布罗意的驻波模式非常不
一样（见图kXj）。其中 1s 本征波函数的能量最低，通常被称为基态波函数。
化学家喜欢把这些波函数称为电子轨道，它们是理解分子化学结构和化学反
应的基础。

图 eX8, 氢原子中电子的三个能量本征波函数和氢分子基态本征波函数示意
图。ǵYǶ 代表带正电荷的质子。颜色越深波函数取值越大。请和图kXj中的玻
尔轨道和德·布罗意的电子驻波对比。

波函数是抽象的无穷维希尔伯特空间里的一个向量，但我们在日常生活其实
时时刻刻都能感受到它的存在。一块木头、一粒沙子、一杯水都有一定的体
积。物体的体积大小正是源自波函数。让我们看看波函数和体积是如何联系
起来的。

图eX9左边这组波函数是普通的正弦函数，数学上平淡无奇。但是如果你联
想一下它们描述的对象，你会发现它们的物理意义非常不平凡。这些函数描
述的是单个粒子，一个没有尺寸的小球，但是它们却弥散在整个盒子的空间
里。这意味着，如果小球是普通的足球，这些函数其实是说足球可以同时在
左半场和右半场。这怎么可能？对于足球，这确实不可能，但微观世界的粒
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eX9X 量子能级和本征波函数 吴飙

子确实可以同时出现在空间的不同点 8。相比而言，图eX9中右边这组函数确
实没有什么稀奇：它们弥散在空间是因为它们描述的是一根琴弦。图eX9左边
这组波函数不是特例；它们反映的是量子力学里的一个普遍现象：单个粒子
可以同时出现在空间的不同点。比如图eX8中电子的波函数同样是弥散在空
间的，这表明氢原子里虽然只有一个电子，但这个电子可以同时存在于质子
的前面和后面、左侧和右侧、上方和下方。

更重要的是这些弥散在空间的抽象波函数是具有 ǳ刚性的Ǵ，不是一团软软
的可以任人毫不费力揉捏的 ǳ云Ǵ。比如图eX8中氢原子的 Rb 电子波函数，它
是氢原子的基态波函数，即对应的能级最低。你如果做任何尝试去改这个波
函数的形状，氢原子的能量就一定会上升；这意味着你必须用些 ǳ力Ǵ，给氢
原子输入些能量。所以我们应该把图eX8中 Rb 波函数想象成一个极富弹性的
球。通过求解薛定谔方程，物理学家发现这个 Rb 波函数主要集中在一个半
径为 0.53× 10−10 米的球内。这就是通常说的氢原子的半径。质子的半径约
为 0.877× 10−15 米，比氢原子的半径大约小 8 个数量级；而电子是基本粒
子，所以从量子力学的角度电子是一个点电荷，没有半径e。如果把质子比
作空气中悬浮的一粒尘埃d，那么氢原子就和篮球差不多大。按照日常的经
验，用尘埃大小的质子和没有大小的电子去垒出一个篮球来，我们必须有很
多很多的质子和电子。量子力学给了一个更经济更漂亮的办法：用电子的波
函数填满篮球这个空间。

上面的结果并不局限于氢原子，是普遍的：电子波函数在空间的弥散程度定
义了所有原子的半径。这些原子又会组成分子。比如图eX8右侧的氢分子，它
由两个氢原子构成。物理学家通过求解薛定谔方程发现，当两个氢原子核距
离是 0.74× 10−10 米时，两个电子能形成能量最低的波函数。距离变大或变

8我们将在第八章解释宏观粒子和微观粒子为什么会有这种区别。
e有人估算过所谓的经典电子半径：假设电子的电荷均匀分布在一个小球里，这样电子就

有一个静电能。再假设电子的质量都是来自这个静电能，利用爱因斯坦的质能方程，就可以
给出电子的半径。这样估算出来的半径大约是 2.828 × 10−15 米，比质子半径还大。没有任
何实验证据支持这个估算。更广泛接受的看法是电子的半径为零。

d专业名称是颗粒物 UT�`iB+mH�i2 K�ii2`V，它们的直径一般介于 kX8 微米和 Ry 微米之间。
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小，都会改变电子的波函数使得氢分子的能量升高。所以类似于氢原子，大
自然利用两个很小的质子和两个没有大小的电子，通过波函数构成了一个具
有 ǳ刚性Ǵ 的大十万倍的氢分子。以此类推，原子和分子会组合成具有更大
的体积的物体，一块木头、一粒沙子、一杯水。如果我们想改变这些物体的
体积，我们必须非常用力，这时我们感受到的就是电子的波函数；它是抽象
的无穷维希尔伯特空间的一个向量，但却和我们的生活息息相连。

eX8 态叠加原理和不可克隆定理

考虑一个量子系统。它的一个初态 |φ1(0)⟩ 经过动力学演化成为 |φ1(t)⟩- 另
一个初态 |φ2(0)⟩ 经过动力学演化成为 |φ2(t)⟩。利用公式 UeXRyV，我们有

|φ1(t)⟩ = Û(t) |φ1(0)⟩ , |φ2(t)⟩ = Û(t) |φ2(0)⟩ UeXkNV

上面两式中的 Û(t) 是这个量子系统的幺正演化算符。考察第三个初态，它
是前两个初态的线性叠加，c1 |φ1(0)⟩+ c2 |φ2(0)⟩。按照下面的推导，它会演
化成 c1 |φ1(t)⟩+ c2 |φ2(t)⟩。

Û(t)
[
c1 |φ1(0)⟩+ c2 |φ2(0)⟩

]
= c1Û(t) |φ1(0)⟩+ c2Û(t) |φ2(0)⟩

= c1 |φ1(t)⟩+ c2 |φ2(t)⟩ UeXjyV

这就是态叠加原理：两个量子演化，线性叠加以后依然是一个合理的量子演
化。这是量子力学区别于经典力学的又一个基本而重要的特征。

在经典力学里，如果有两条运动轨迹- {x1(t), p1(t)} 和 {x2(t), p2(t)}，这两
条运动轨迹的线性叠加 {a1x1(t) + a2x2(t), a1p1(t) + a2p2(t)} （这里 a1 和
a2 是实数）一般不再是一条符合牛顿第二定律的合理运动轨迹。我们看一下
图eXe，这里有一个不可穿透的挡板，上面有两条缝。一个粒子在运动中除了
挡板不受任何其他外力（包括重力）。选择两个不同的初始状态，(x0, p⃗1) 和
(x0, p⃗2) 使得粒子正好能分别穿过挡板上的两条缝。图中的两条实线分别代
表这两种可能的运动轨迹。假设两条轨迹的运动速度大小一样，|p⃗1| = |p⃗2|。
把这两条轨迹等权重叠加，即 a1 = a2 = 1/2。叠加后的初始位置依然是 x0，
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eX8X 态叠加原理和不可克隆定理 吴飙

图 eXe, 经典粒子轨迹的线性叠加。除了一个具有双缝的墙，粒子（实心圆）
不感受任何其他力。实线代表两条可能的运动轨迹。黑虚线是这两条轨迹的
等权重叠加，它代表的轨迹显然在物理上是不可能的。

而速度则只有水平分量，所以叠加出来的轨迹应该是图eXe的虚线。但是按牛
顿第二定律，这时粒子会被黑墙反射；而叠加出来的运动轨迹则会穿墙而过，
违反牛顿定律。这个例子说明在经典力学中态叠加原理一般是不成立的。

态叠加原理会带来很多深刻的结果。我们现在讨论其中的一个，量子不可克
隆定理，然后讨论著名的干涉现象。

量子不可克隆定理 @ 克隆就是将一个东西复制一份，得到两份完全一样的东
西。这在我们日常生活中很常见：将一份材料复印以后就有两份一模一样的
材料；一份数据备份到一个外接硬盘，就有了两份完全一样的数据。但是这
样一个日常生活中很普遍的操作在量子世界是不允许的。根本的原因就是量
子力学里的态叠加原理。我们用反证法来证明。考虑有一个系统处于量子态
|ψ⟩，另外一个系统处于空白态 |∅⟩，那么这两个系统组成的复合系统处于量
子态 |ψ⟩ ⊗ |∅⟩。这里的 ⊗ 就是第四章末尾介绍的直积。假设克隆在量子力
学里是可行的，那么我们就应该有

|ψ⟩ ⊗ |∅⟩ −→ |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ UeXjRV

这个量子克隆过程应该是一个幺正变换 Û（否则，就不叫量子克隆）。所以
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我们有
|ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ = Û(|ψ⟩ ⊗ |∅⟩) UeXjkV

类似地对于另外一个量子态 |φ⟩，我们有

|φ⟩ ⊗ |φ⟩ = Û(|φ⟩ ⊗ |∅⟩) UeXjjV

不失一般性，我们假设 ⟨φ|ψ⟩ = 0。注意，对于两个不同的量子态 |ψ⟩ 和 |φ⟩，
量子克隆这个操作必须由同一个幺正算符 Û 表示。这和我们日常复印或拷
贝一样，同一个复印机可以复制内容不同的材料。

现在我们考虑克隆一个新量子态 |ϕ⟩ = (|φ⟩ + |ψ⟩)/
√
2。我们有两条合理的

途径来得到克隆结果

RX 利用态叠加原理，将公式 UeXjkV 和 UeXjjV 相加并除以
√
2，我们得到

(
|ψ⟩ ⊗ |ψ⟩+ |φ⟩ ⊗ |φ⟩

)
/
√
2 = Û

[ |ψ⟩+ |φ⟩√
2

⊗ |∅⟩
]

UeXj9V

kX 直接利用 Û 的定义，

1

2
(|ψ⟩+ |φ⟩)⊗ (|ψ⟩+ |φ⟩) = Û

[ |ψ⟩+ |φ⟩√
2

⊗ |∅⟩
]

UeXj8V

很显然，两种途径导致了不同的克隆结果。矛盾，假设不成立，量子克隆不
存在。这就是量子不可克隆定理。它的一个重要后果是，量子计算机没有存
储功能。在经典计算机上，我们经常把一些暂时的结果存起来供以后调用，
这在量子计算机上是不允许的。

我们的世界是由微观粒子构成的，它们都按照量子力学运动演化。既然量子
力学不允许克隆存在，那我们日常生活中为什么可以复制或克隆呢？平常的
复制和量子克隆有两个根本的区别。（R）我们日常生活中的复制不是幺正
操作。为什么呢？前面说了，幺正操作由某个幺正矩阵 Û 表示。在它的作用
下，一个量子态 |Φ1⟩ 可以变成 |Φ2⟩- 即 |Φ2⟩ = Û |Φ1⟩。由于幺正矩阵 Û 的
逆矩阵是 Û †，所以我们有 |Φ1⟩ = Û † |Φ2⟩。这表示，对应系统从量子态 |Φ1⟩
演化成 |Φ2⟩，存在一个反演化，系统从量子态 |Φ2⟩ 演化成 |Φ1⟩。如果日常
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生活中的复制是幺正操作，那么我们就可以把一张刚刚复印好的已经有字的
纸放回复印机，让复印机倒转，这张纸会重新变成白纸，而纸上的油墨会重
新回到复印机的墨盒里，一切恢复到以前的样子。显然日常生活中的复印机
办不到这一点。既然日常生活中的复制不是幺正操作，它当然就不需要遵守
量子不可克隆定理。（k）我们在第二章讨论过，量子力学里的相同是绝对的
而经典里的相同则是近似的。量子克隆态 |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩ 中两个 |ψ⟩ 是完全相同
的，没有任何区别。而日常生活中的复制品总是和原件有细微的区别，不是
完全相同的。

eXe 双缝干涉

态叠加原理的另一个最重要的后果是著名的双缝干涉现象。常见的双缝干涉
实验如图eXd所示，实验设置和图eXe类似，不同的是经典粒子被电子束代替。
如果双缝间的距离和双缝的宽度合适，被双缝散射的电子束最后会在探测屏
幕上形成明暗相间的干涉条纹。在双缝板右侧有个通电线圈，通电以后，线
圈里会形成一个磁场，这个磁场会影响上下两束电子的相位差，从而整体地
移动干涉条纹。

细致解释图eXd中的干涉条纹，比如条纹的宽度和强度，明暗条纹的位置，需
要较为繁琐的数学。我们将只讨论屏幕中间的干涉强度，这样数学简单同时
又能揭示量子干涉的物理实质。为此我们将图eXd中的实验进一步简化，设
定双缝板除去双缝外其他部分会全部吸收电子，把检测屏用 N 个探测器 d1，
d2，d3，d4，d5，d6，d7，d8，d9 代替（见图eX3），同时我们假设电子束中
的电子总是处于量子态 |ψ0⟩。

先考虑线圈没通电的情况。电子经过一段时间演化后会到达双缝板，只有到
达双缝的几率幅可以继续向右演化，其他的几率幅都被板给吸收了。我们把
这个演化记成

|ψ0⟩ −→
1√
2
(|ψ1⟩+ |ψ2⟩) UeXjeV

其中 |ψ1⟩ 是电子处于缝 s1 的波函数（或量子态），|ψ2⟩ 是电子处于缝 s2 的
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图 eXd, 双缝干涉实验。电子自左边入射，在右侧屏幕形成干涉条纹。可以通
过改变线圈的电流强度来移动干涉条纹。

波函数。由于电子可能被板吸收，上述演化不是幺正的。两个缝对称，所以
这两个量子态等权重叠加。再经过一段时间演化后，电子会到达探测器。缝
s1 处的量子态 |ψ1⟩ 经过演化后变成在各个探测器上量子态的叠加

|ψ1⟩ −→
9∑

j=1

aj |dj⟩ UeXjdV

其中的 |dj⟩ 表示到达探测器 dj 的量子态，和前面介绍的量子态 |xj⟩ 类似。
上面这个表达式的物理含义是：如果共有 N/2 个电子从缝 s1 出发向右，那
么在探测器 dj 会探测到 N |aj |2/2 个电子。相应地量子态 |ψ2⟩ 会有如下演
化，

|ψ2⟩ −→
9∑

j=1

bj |dj⟩ UeXj3V

类似地，如果共有 N/2 个电子从缝 s2 出发向右，探测器 dj 会探测到
N |bj |2/2个电子。上述两个演化 UeXjd-eXj3V都是幺正演化，利用态叠加原理
将上面两个演化叠加起来我们有

1√
2
(|ψ1⟩+ |ψ2⟩) −→

1√
2

9∑

j=1

(aj + bj) |dj⟩ UeXjNV

这意味着探测器 dj 总共会探测到 N(|aj + bj |2)/2 个电子。我们考虑一个
特例，中间的探测器 d5。基于对称性，我们应该有，a5 = b5，所以探测
器 d5 会探测到 2N |a5|2 个电子。如果电子是经典的，由于从缝 s1 来的
电子数是 N |a5|2/2，从缝 s2 来的电子数是 N |b5|2/2 ，总的电子数应该是
N |a5|2/2 + N |b5|2/2 = N |a5|2 个电子。所以我们看到量子的结果和经典结

RRy



eXeX 双缝干涉 吴飙

图 eX3, 双缝干涉实验。实心圆：具有量子相干性的电子源；方块：探测器；
带叉圆：通电线圈。

果非常不一样。这种效应就叫量子干涉。我们从数学上仔细看一下区别出现
在哪里，展开 |aj + bj |2

|aj + bj |2 = (a∗j + b∗j )(aj + bj) = |aj |2 + |bj |2 + a∗jbj + b∗jaj UeX9yV

上式右边如果只有前两项，结果和经典预期是一致的。后面两项 a∗jbj + b∗jaj

被叫做干涉项，是量子干涉现象的根源。由于缺乏对称性，其他探测器上
的结果分析起来会稍微复杂些，我们就不讨论了。总的干涉效果可以参见
图eXd，电子会在探测屏上形成一个明暗交替的图案。

我们现在给实验中的线圈通上电。这个线圈通电后会产生一个垂直纸面同时
平行于双缝的磁场，它会影响上下两束电子几率幅的相位，但不会影响几率
幅的大小。由于相位的改变依赖于电流的大小，我们选择一个恰当的电流，
使得上下两个几率幅差一个负号3，也就是

|ψ0⟩ −→
1√
2
(|ψ1⟩ − |ψ2⟩) UeX9RV

这时双缝叠加后的结果就成了

1√
2
(|ψ1⟩ − |ψ2⟩) −→

1√
2

9∑

j=1

(aj − bj) |dj⟩ UeX9kV

3计算这种相位差超越了本书的范围，我们这里直接给出结果。
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这时探测器 dj 总共会探测到 N(|aj− bj |2)/2个电子。对于中间的探测器 d5，
由于 a5 = b5，探测器 d5 会探测不到任何电子。这就是量子相消干涉。一个
完全无法用经典物理理解的结果。

干涉其实是常见的波动现象。日常生活中遇到的声波、水波也会发生干涉。
干涉被认为是波动性最简单和直接的证据。所以图eXd中的干涉条纹是电子
具有波动性的直接证据。但是一定要注意，经典波和量子波有很大的区别。
在经典物理里，波动或者是大量粒子的集体运动：空气中的声波是空气里大
量原子和分子的集体振动，水波是大量水分子的集体运动；或者是一个场的
振动和传播，比如电磁波。在量子力学里，单个粒子就可以有波动行为，并
由波函数描述。前面给出的电子干涉的波函数都是单个电子的波函数，这
包括源波函数 |ψ0⟩，双缝处的波函数 |ψ1⟩、|ψ2⟩，以及探测器处的波函数
∑9

j=1(aj ± bj) |dj⟩。所以，量子干涉是单个粒子和自己的干涉，它的条纹明
暗反映的是粒子数的多少；而经典波干涉则是不同波之间的干涉，它的条纹
明暗反映的是振动的强弱。量子干涉和经典干涉这个区别可以在实验上进行
检验。我们来看看如何检验。

图 eXN, 双缝干涉的经典量子对比。（上）经典波：干涉条纹的明暗对比度会
随着波的强度变化，但干涉条纹一直存在。（下）量子几率波：在粒子数少
的时候，完全看不出干涉条纹，只有粒子数多了，干涉条纹才会显示出来。
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eXeX 双缝干涉 吴飙

最早的双缝干涉是托马斯·杨（h?QK�b uQmM;，RNdj@R3kN）在 R3yR年用光
做的，他的实验在当时被认为验证了光的波动性。当光子数很多或光强很强
时，双缝干涉实验确实无法区分光到底是经典波和量子几率波。为了区分，
我们可以逐渐减弱光源。如果光是经典波，那么随着光源的减弱，探测器处
的干涉条纹会随之减弱，干涉条纹会越来越淡，但一直存在，参见图eXNU上V。
如果光是粒子，是被波函数描述的几率波，那么随着光强减弱，最后会每次
只有一个光子通过双缝到达探测屏。在光强这么弱的情况下做双缝干涉实
验，一开始是完全看不到干涉条纹的，只是一些零落的斑点；只有延长实验
时间，光子数积累多了，条纹才会慢慢显出，参见图eXNU下V。

量子双缝干涉实验最令人觉得神秘也是争论的最多的部分是, 电子是从哪条
缝穿过到达探测屏的\ 在双缝处，电子波函数是一个叠加态 |ψ1⟩± |ψ2⟩，这
表明电子在同时穿过缝 s1 和缝 s2。电子的这种古怪行为我们在前面的讨论
中已经提到了，比如氢原子中的电子波函数是弥散在空间的，即单个电子同
时出现在空间的很多点。而且正是由于单个电子的这种波动行为，氢原子才
有了半径，氢分子才有了大小，日常的物体才有了体积。但是在日常生活中，
物体总是有个确定的位置：飞行的网球任何时刻都有确定的位置；没人能做
到同时在家里休息和办公室上班，太阳不会同时从东方升起在西方落下。双
缝干涉实验告诉我们，如果我们是电子，我们就能做到同时在家里休息和办
公室上班，ǳ太阳Ǵ 会同时在各个方向落下或升起。难道日常生活中遇到的
这些宏观物体和微观世界里的电子有本质的区别？在第八章，我们会结合量
子测量来重新讨论双缝干涉实验及相关问题。
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第七章 量子纠缠和贝尔不等式

量子纠缠指的是一个量子系统中两个粒子或多个粒子之间存在的一种超距
关联。超距的意思是这种关联和粒子间的距离无关。经典物理体系中也存在
超距关联。但是量子纠缠和经典超距关联是不同的：量子纠缠会违反贝尔不
等式，经典超距关联则不会。量子纠缠还有一个同样重要但却不常被人提
及的特征：自我的缺失。在经典力学里，如果我们要知道一个多体系统的状
态，我们必须知道体系中每个粒子的位置和动量：只有完整描述了其中每个
粒子的运动状态，我们才能完整描述一个多体系统的运动状态。但是量子体
系不一样。你可以写下一个多体量子体系的波函数，完整描述这个多体量子
体系。但是如果这个体系的粒子间存在纠缠，体系中至少有一个粒子的运动
状态会变得不确定，这个粒子在纠缠的量子态中会失去自我。本章将通过双
自旋系统来详细介绍量子纠缠的这两个特征。

dXR 双自旋

纠缠涉及至少两个粒子，因此我们考虑最简单的多粒子体系，双自旋。我们
用算符 σ̂ = {σ̂x, σ̂y, σ̂z} 表示自旋 R，用算符 τ̂ = {τ̂x, τ̂y, τ̂z} 表示自旋 k。τ̂

其实也是泡利矩阵，

τ̂x =

(
0 1

1 0

)
, τ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, τ̂z =

(
1 0

0 −1

)
UdXRV

这里用 τ̂ 是为了和自旋 R 区分。这两个自旋组成了一个复合系统。根据
第四章，如果自旋 R 处于量子态 |ψ⟩ = a1 |u⟩ + b1 |d⟩，自旋 k 处于量子态
|φ⟩ = a2 |u⟩+ b2 |d⟩，那么双自旋体系的量子态可以通过直积符号 ⊗ 表达为

|Ψ12⟩ = |ψ⟩ ⊗ |φ⟩ = (a1 |u⟩+ b1 |d⟩)
1

⊗ (a2 |u⟩+ b2 |d⟩)
2

= a1a2 |u⟩
1

⊗ |u⟩
2

+a1b2 |u⟩
1

⊗ |d⟩
2

+b1a2 |d⟩
1

⊗ |u⟩
2

+b1b2 |d⟩
1

⊗ |d⟩
2

UdXkV
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吴飙 dX 量子纠缠和贝尔不等式

直积⊗ 和普通的乘法基本上是一样的：k 项乘以 k 项得到 9 项。但有一个重
要的不同点：|u⟩

1

⊗ |d⟩
2

和 |d⟩
1

⊗ |u⟩
2

是不同的，这两项不能合并。物理上这两

项确实具有不同的含义：|u⟩
1

⊗ |d⟩
2

表示自旋 R 向上自旋 k 向下；|d⟩
1

⊗ |u⟩
2

表

示自旋 R 向下自旋 k 向上。

在上面的公式中我们特意用下方括号标记了哪个态是自旋 R 的态，哪个态
是自旋 k 的态。为了简单，我们从此不再标记，而是约定在这类直积态中左
边是自旋 R 的态，右边是自旋 k 的态。在实际计算中，绝大多数情况下省略
直乘符号 ⊗ 也不会引起混淆，这和我们经常省略乘号 × 一样。基于这些考
虑，我们对符号进行如下简化

|u⟩
1

⊗ |u⟩
2

≡ |uu⟩ , |u⟩
1

⊗ |d⟩
2

≡ |ud⟩ , |d⟩
1

⊗ |u⟩
2

≡ |du⟩ , |d⟩
1

⊗ |d⟩
2

≡ |dd⟩

UdXjV
双自旋态 |Ψ12⟩ 于是变成

|Ψ12⟩ = a1a2 |uu⟩+ a1b2 |ud⟩+ b1a2 |du⟩+ b1b2 |dd⟩ UdX9V

类似地，我们可以简化共轭向量

⟨u|
1

⊗⟨u|
2

≡ ⟨uu| , ⟨u|
1

⊗⟨d|
2

≡ ⟨ud| , ⟨d|
1

⊗⟨u|
2

≡ ⟨du| , ⟨d|
1

⊗⟨d|
2

≡ ⟨dd|

UdX8V
在共轭向量也是左边是自旋 R的态而右边是自旋 k的态。在很多关于量子力
学的书和论文里，人们会在两个自旋的态之间加个逗号，比如 |u, u⟩ ≡ |uu⟩
和 |ψ,φ⟩ ≡ |ψφ⟩。究竟用哪种惯例依赖各人的喜好，本书选择没有逗号的惯
例。

对于两个双自旋态 |ψ1φ1⟩ 和 |ψ2φ2⟩，我们这样计算它们的内积

⟨ψ1φ1|ψ2φ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩ ⟨φ1|φ2⟩ UdXeV

利用这个规则，我们发现 ⟨uu|uu⟩ = ⟨u|u⟩ ⟨u|u⟩ = 1，⟨dd|ud⟩ = ⟨d|u⟩ ⟨d|d⟩ =
0 等等。这些关系表明 |uu⟩ , |ud⟩ , |du⟩ , |dd⟩ 是一组正交归一基。任意一个
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dXRX 双自旋 吴飙

双自旋量子态 |Φ⟩ 可以用这四个基展开

|Φ⟩ = c1 |uu⟩+ c2 |ud⟩+ c3 |du⟩+ c4 |dd⟩ UdXdV

这些系数满足归一化条件 |c1|2 + |c2|2 + |c3|2 + |c4|2 = 1。对于任意两个双自
旋量子态 |Φ1⟩

|Φ1⟩ = a1 |uu⟩+ a2 |ud⟩+ a3 |du⟩+ a4 |dd⟩ UdX3V

和
|Φ2⟩ = b1 |uu⟩+ b2 |ud⟩+ b3 |du⟩+ b4 |dd⟩ UdXNV

可以这样计算它们间的内积 ⟨Φ1|Φ2⟩

⟨Φ1|Φ2⟩

= (a∗1 ⟨uu|+ a∗2 ⟨ud|+ a∗3 ⟨du|+ a∗4 ⟨dd|)(b1 |uu⟩+ b2 |ud⟩+ b3 |du⟩+ b4 |dd⟩)

= a∗1b1 + a∗2b2 + a∗3b3 + a∗4b4 UdXRyV

另一个内积 ⟨Φ2|Φ1⟩ 可以类似计算，并且可以验证 ⟨Φ1|Φ2⟩ = ⟨Φ2|Φ1⟩∗。

前面介绍的 |Ψ12⟩ 是两个单自旋态的直积，这种双自旋态被称作直积态。但
并不是所有的双自旋态都是直积态，比如，

|S3⟩ =
1√
2
(|ud⟩+ |du⟩) UdXRRV

我们用反证法来证明这个结论。假设 |S3⟩ 是一个直积态，那么我们可以选
择 |Ψ12⟩ 中的系数 a1, b1, a2, b2 使得 |S3⟩ = |Ψ12⟩。比较公式 UdX9V 和公式
UdXRRV 中的系数，我们有

a1a2 = b1b2 = 0, a1b2 = a2b1 = 1/
√
2 , UdXRkV

从前两个等式可以推出 a1a2b1b2 = 0，而从后两个等式我们有 a1a2b1b2 =

1/2。相互矛盾。这说明前面的假设，|S3⟩ 是直积态是不成立的。所以 |S3⟩
不是直积态。我们把 |S3⟩ 这样的非直积态称为纠缠态。在下一节我们将详
细讨论纠缠态的具体物理内涵。在这之前，我们需要介绍双自旋系统的算符
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吴飙 dX 量子纠缠和贝尔不等式

和它们与自旋态的作用。

双自旋系统里有两种算符：单自旋算符，比如 σ̂x 和 τ̂y；双自旋算符，比如
σ̂z ⊗ τ̂x 和 σ̂y ⊗ τ̂z。当自旋 R 的算符作用到态 |Φ⟩ 时，它只作用在自旋 R 的
态上，例如

σ̂z |Φ⟩ = c1(σ̂z |u⟩)⊗ |u⟩+ c2(σ̂z |u⟩)⊗ |d⟩+ c3(σ̂z |d⟩)⊗ |u⟩+ c4(σ̂z |d⟩)⊗ |d⟩

= c1 |uu⟩+ c2 |ud⟩ − c3 |du⟩ − c4 |dd⟩ UdXRjV

类似地，自旋 k 的算符只作用在自旋 k 的态上，例如

τ̂x |Φ⟩ = c1 |u⟩ ⊗ (τ̂x |u⟩) + c2 |u⟩ ⊗ (τ̂x |d⟩) + c3 |d⟩ ⊗ (τ̂x |u⟩) + c4 |d⟩ ⊗ (τ̂x |d⟩)

= c1 |ud⟩+ c2 |uu⟩+ c3 |dd⟩+ c4 |du⟩ UdXR9V

当双自旋算符，比如 σ̂z ⊗ τ̂x，作用在双自旋态上时，自旋 R 的算符作用在
自旋 R 的态上，自旋 k 的算符作用在自旋 k 的态上。下面是一个例子

σ̂z ⊗ τ̂x |Φ⟩ = c1(σ̂z |u⟩)⊗ (τ̂x |u⟩) + c2(σ̂z |u⟩)⊗ (τ̂x |d⟩) +

c3(σ̂z |d⟩)⊗ (τ̂x |u⟩) + c4(σ̂z |d⟩)⊗ (τ̂x |d⟩)

= c1 |ud⟩+ c2 |uu⟩ − c3 |dd⟩ − c4 |du⟩ UdXR8V

我们以 ⟨Φ| σ̂z ⊗ τ̂x |Φ⟩ 为例来说明如何在双自旋体系里计算期待值, 算符
σ̂z ⊗ τ̂x 作用在向量 |Φ⟩ 上得到一个新的向量（参见公式 UdXR8V），这个新的
向量再和向量 ⟨Φ| 内积即给出这个算符的期待值。对于直积态，算符期待值
的计算可以进一步简化。我们用两个例子来说明。对于双自旋算符，我们有

⟨Ψ12|σ̂z ⊗ τ̂x|Ψ12⟩

= (⟨ψ|⊗ ⟨φ|)σ̂z ⊗ τ̂x(|ψ⟩ ⊗ |φ⟩)

= ⟨ψ|σ̂z|ψ⟩ ⟨φ|τ̂x|φ⟩ = (a∗1a1 − b1b
∗
1)(a

∗
2b2 + a2b

∗
2) UdXReV

对于单自旋算符，我们有

⟨Ψ12|τ̂x|Ψ12⟩ = ⟨ψ|⊗ ⟨φ| τ̂x |ψ⟩ ⊗ |φ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ ⟨φ|τ̂x|φ⟩ = a∗2b2 + a2b
∗
2 UdXRdV

事实上，在任何量子体系中，算符期待值的计算都可以由算符对量子态的作
用规则和内积的计算规则自然给出。
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dXkX 量子纠缠 吴飙

dXk 量子纠缠

我们关于纠缠的讨论将围绕下面这个双自旋态展开

|S⟩ = 1√
2
(|ud⟩ − |du⟩) UdXR3V

物理学家把这个态叫做自旋单重态。这显然是一个纠缠态。我们依然利用施
特恩@格拉赫实验来揭示这个纠缠态的物理意义。不过，我们需要改进一下
这个实验：把高温炉替换成一个更精巧的粒子源，它会产生一对一对的处于
单重态的自旋对，而且两个自旋具有相反的动量，朝相反的方向飞行。另外，
为了观测两个自旋的状态，在粒子源的两侧都设置非均匀磁场。我们设定自
旋 R 向左飞，自旋 k 向右飞。图dXR是这个新实验的示意图。

图 dXR, 双自旋施特恩@格拉赫实验。和图8XR不同的地方是：蒸发炉被一个更
精巧的装置代替，这个装置能够产生一对一对的自旋：每对自旋都处于单重
态；两个自旋具有相反的动量，自旋 R 往左飞和自旋 k 往右飞行。图中示意
地描绘了仅有的两种可能观测结果。

在这个双自旋施特恩@格拉赫实验，我们会观察到什么现象呢？自旋单重
态UdXR3V 有两个分量。第一个分量是 |ud⟩，表示如果自旋 R 处于向上的状态
那么自旋 k处于向下的状态；第二个分量是 |du⟩，表示如果自旋 R处于向下
的状态那么自旋 k 处于向上的状态。这意味着，在双自旋施特恩@格拉赫实
验中，如果粒子源自旋对的产生率很低，以致于每次只有一对自旋通过两侧
的非均匀磁场。这时候会出现一个神奇的现象：（R）如果向左的自旋飞向上
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吴飙 dX 量子纠缠和贝尔不等式

面那个斑点，向右的自旋就会飞向下面那个斑点；（k）如果向左的自旋飞向
下面那个斑点，向右的自旋就会飞向上面那个斑点。两个自旋同时飞向上面
斑点或下面斑点是不会出现的。这表明两个自旋间存在某种神奇的关联：如
果自旋 R被观测到向上，那么自旋 k就处于向下的态；如果自旋 R被观测到
向下，那么自旋 k就处于向上的态。这就是量子纠缠的一个特征，超距关联。
超距的特性可以从公式 UdXR3V 看出：公式 UdXR3V 和粒子的位置没有任何关
系。这也可以从图dXR中直观理解：实验结果显然和两个检测屏间的距离无关。

有趣的是经典世界里也有类似的超距关联。考虑这样一个事例。有两个完全
相同的盒子，其中一个装有红球一个装有白球，分别给了一对双胞胎兄弟，
丁丁和当当。丁丁和当当都没有看到装盒过程，不知道手中的盒子里是红球
还是白球。然后丁丁留在地球，当当则坐飞船去了火星。如果丁丁打开盒子，
发现里面是红球，他立刻知道当当的盒子里是白球；如果发现里面是白球，
他立刻知道当当的盒子里是红球。火星和地球间最短的距离是 54.6× 106 公
里，光需要大概 j分钟才能从地球到达火星。丁丁显然不需要等待 j分钟才
知道当当盒子里球的颜色。所以这种关联是超距的。这种超距关联在日常生
活中其实经常见到，看上去似乎和量子纠缠里的超距关联没有任何不同。物
理学家很长一段时间也确实认为两种超距关联间没有区别。RNe9 年贝尔证
明了一个不等式，发现量子纠缠会经常违反这个不等式，而经典超距关联永
远也不会违反这个不等式。

dXkXR 贝尔不等式

我们将会看到贝尔不等式的证明是纯数学的，不涉及任何物理。它的神奇和
令人深思之处来自于和物理的联系：量子纠缠的超距关联会违反这个不等式
而经典超距关联却不会。

我们先补充一些算符的知识。本章第一节介绍了单自旋算符和双自旋算符的
一些运算规则，我们现在借助双自旋施特恩@格拉赫实验来了解一下这些算
符的物理意义。顾名思义，单自旋算符是只涉及一个自旋的可观测量。在双
自旋施特恩@格拉赫实验中，这对应只有一边有磁场而另一边没有任何磁场。
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dXkX 量子纠缠 吴飙

双自旋算符则同时和两个自旋有关。在双自旋施特恩@格拉赫实验中，这对
应两边都有磁场。图dXR展示的情形对应双自旋算符，σ̂z ⊗ τ̂z。利用前面介绍
的有关双自旋算符运算规则，我们可以验证

σ̂z ⊗ τ̂z |S⟩ = − |S⟩ UdXRNV

所以自旋单重态|S⟩ 是双自旋算符 σ̂z ⊗ τ̂z 的本征态，对应的本征值是 −1。
我们前面介绍了本征值对应于测量结果。对于单自旋，测量结果只能是向上
或向下，即 R 或 −1。对于双自旋，如果测量结果是 −1，这意味着对自旋 R
和自旋 k 的测量结果总是相反的：如果自旋 R 向上，自旋 k 就向下；如果
自旋 R 向下，自旋 k 就向上。在上节，我们通过分析自旋单重态|S⟩ 分量得
出了一致的结论。

考虑一个新的双自旋算符，n⃗ · σ̂ ⊗ n⃗ · τ̂。在双自旋施特恩@格拉赫实验中，
这对应两边的磁场都指向 n⃗。通过直接的计算可以验证，单重态 |S⟩ 也是
n⃗ · σ̂ ⊗ n⃗ · τ̂ 的本征态，即

n⃗ · σ̂ ⊗ n⃗ · τ̂ |S⟩ = − |S⟩ UdXkyV

本征值是@R 表明，在图dXR的实验中，两边的磁场无论共同指向哪个方向 n⃗-
每对自旋都会飞向相反的斑点。如果你沿方向 n⃗ 测到自旋 R 向上，那么自
旋 k 肯定沿 n⃗ 向下，反之亦然。我们前面只讨论了特殊的 z 方向。有兴趣
的读者可以验算下面这个等式

|S⟩ = −e−iϕ

√
2
(|n+n−⟩ − |n−n+⟩) UdXkRV

其中 |n+⟩ , |n−⟩ 是沿 n⃗ 方向自旋算符 n⃗ · σ̂ 的两个本征态（参见公式
U8XRdV）。上式右边的两个分量告诉了我们同样的结论：在双自旋施特恩@格
拉赫实验中，如果你沿方向 n⃗ 测到自旋 R 向上，那么自旋 k 肯定沿 n⃗ 向下，
反之亦然。
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前面我们已经指出经典系统里也有超距关联。一个很自然的问
题就是，量子纠缠中的超距关联和经典超距关联是一样的吗？
由于经典超距关联可以用经典概率论（就是描述骰子、老虎机
等概率事件的理论）描述，这个问题也可以这样问，经典概率
论能完全解释量子纠缠中的关联吗？贝尔在 RNe9 年指出这是
不可能的。他先证明，如果这是可能的，那么量子纠缠中的超

贝尔

（RNk3@RNNy）

距关联就应该满足一个不等式，然后他举例说明双自旋单重态中的超距关
联会违反这个不等式。贝尔的结果表明：经典概率论无法解释量子纠缠中的
关联。贝尔证明的不等式是用双自旋算符的期待值表达的，他的证明有些晦
涩。斯坦福大学教授萨斯坎德（G2QM�`/ ambbFBM/，RN9y @）对贝尔的证明进
行了富有创意的改编（来自他在斯坦福开的课程 Zm�MimK 1Mi�M;H2K2Mi）。
我们下面介绍这个证法。

图 dXk, 方框：总集合；属性 A（左上圆）c 属性 B（右上圆）c 属性 C（下
圆）。

贝尔不等式 @ 假设有一个集合，其中的每个元素具有三种属性 A- B 和 C。
定义一个子集：具有属性 A但不具有属性 B；用 S(A,¬B) 表示这个子集中
的元素个数。我们类似地定义 S(B,¬C) 和 S(A,¬C)。它们满足以下不等式

S(A,¬B) + S(B,¬C) ≥ S(A,¬C) UdXkkV
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证明：如图dXk，三个属性 A- B- 和 C 将总集合分成了 3 部分：K1- K2- K3-
K4- K5- K6- K7 和不具有 A- B- 或 C 的部分（图dXk中白色区域）。显然，
S(A,¬B) = K1 +K4，S(B,¬C) = K2 +K3，S(A,¬C) = K1 +K2。所以

S(A,¬B)+S(B,¬C) = K1+K4+K2+K3 = S(A,¬C)+K3+K4 ≥ S(A,¬C)

UdXkjV
证毕。在不等式两边同时除以总集合元素个数，我们会得到

p(A,¬B) + p(B,¬C) ≥ p(A,¬C) UdXk9V

其中 p(A,¬B)是具有属性 A而不具有属性 B的几率，p(B,¬C)和 p(A,¬C)

类似。下面我们详细说明双自旋单重态 |S⟩ 里的几率关联会违反这个看起来
天经地义的不等式。

在图dXR描述的双自旋施特恩@格拉赫实验中，两侧的磁场方向是一样的。我
们完全可以让两侧的磁场方向不同，比如左侧磁场的方向是 e⃗1、右侧的方向
是 e⃗2。为简单起见，我们设定 e⃗1 和 e⃗2 只处于 xz 平面，在 y 方向没有分
量。由于自旋 R 飞向左边，它的可观测量算符是 e⃗1 · σ̂；类似地，自旋 k 的
算符是 e⃗2 · τ̂。这样，对于这种实验设置，双自旋算符是 e⃗1 · σ̂⊗ e⃗2 · τ̂。⃗e1 · σ̂
和 e⃗2 · τ̂ 各自有两个本征态

e⃗1 · σ̂ |e+1 ⟩ = |e+1 ⟩ , e⃗1 · σ̂ |e−1 ⟩ = − |e−1 ⟩ UdXk8V

e⃗2 · τ̂ |e+2 ⟩ = |e+2 ⟩ , e⃗2 · τ̂ |e−2 ⟩ = − |e−2 ⟩ UdXkeV

用这些本征态可以构造出双自旋算符 e⃗1 · σ̂ ⊗ e⃗2 · τ̂ 的四个本征态 |e+1 e
+
2 ⟩、

|e+1 e
−
2 ⟩、|e−1 e

+
2 ⟩、|e−1 e

−
2 ⟩。这四个本征态正好组成另外一套双自旋希尔伯特

空间的正交归一基。我们将自旋单重态用这四个本征态展开

|S⟩ = g1 |e+1 e
+
2 ⟩+ g2 |e+1 e

−
2 ⟩+ g3 |e−1 e

+
2 ⟩+ g4 |e−1 e

−
2 ⟩ UdXkdV

上面等式两边左乘 ⟨e+1 e
+
2 |。因为 |e+1 e

+
2 ⟩、|e

+
1 e

−
2 ⟩、|e

−
1 e

+
2 ⟩、|e

−
1 e

−
2 ⟩ 是正交归

一的，只有右侧第一项不为零。所以我们有

p(ê1, ê2) = |g1|2 = | ⟨e+1 e
+
2 |S⟩ |

2 UdXk3V
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这是同时测到左侧自旋沿 e⃗1 向上和右侧自旋沿 e⃗2 向上的几率。这个几率
显然只应该依赖于 e⃗1 和 e⃗2 间的夹角，因此为简化计算，我们可以假定 e⃗1

就是 z 轴，而 e⃗2 在 xz 平面但和 z 轴有个夹角 θ，即 ê1 = {0, 0, 1} 和
ê2 = {bBM θ, 0, +Qb θ}。于是我们有

|e+1 e
+
2 ⟩ = |u⟩ ⊗

(
+Qb θ

2
|u⟩+ bBM θ

2
|d⟩
)

= +Qb θ
2
|uu⟩+ bBM θ

2
|ud⟩ UdXkNV

和

p(ê1, ê2) = |
(
+Qb θ

2
⟨uu|+ bBM θ

2
⟨ud|

)
|S⟩ |2

= bBM2 θ
2
| ⟨ud|S⟩ |2 = 1

2
bBM2 θ

2
UdXjyV

有兴趣的读者可以在不简化的情况下，利用公式 U8XRdV来直接计算 ⟨e+1 e
+
2 |S⟩，

验证上面的结果。下面我们用这个结果来演示量子纠缠的超距关联会违反贝
尔不等式。

图 dXj, 违反贝尔不等式举例。n⃗1、n⃗2 和 n⃗3 分别是三个不同的自旋方向。

我们设定属性 A 为自旋 R 沿 n⃗1 = {0, 0, 1} 方向向上，B 为自旋 R 沿
n⃗2 = {

√
3/2, 0, 1/2} 方向向上- C 为自旋 R 沿 n⃗3 = {

√
3/2, 0,−1/2} 方向向

上（参见图dXj）。这样，属性 ¬B 就是自旋 R 沿 n⃗2 方向向下。在单重态 |S⟩
中，当自旋 R 沿 n⃗2 方向向下时，自旋 k 一定沿 n⃗2 方向向上。所以属性 ¬B
可以被看成是自旋 k 沿 n⃗2 方向向上。类似地，属性 ¬C 可以被看成是自旋
k 沿 n⃗3 方向向上。基于这些理解，利用公式 UdXjyV，我们有

p(A,¬B) = p(n⃗1, n⃗2) =
1

2
bBM2 π

6
=

1

8
UdXjRV
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p(B,¬C) = p(n⃗2, n⃗3) =
1

2
bBM2 π

6
=

1

8
UdXjkV

和

p(A,¬C) = p(n⃗1, n⃗3) =
1

2
bBM2 π

3
=

3

8
UdXjjV

显然我们有

p(A,¬B) + p(B,¬C) = 1/4 < p(A,¬C) UdXj9V

贝尔不等式被违反了！当然我们也可以重新定义一组属性 A、B、C，它们
不违反贝尔不等式。但重要的是违反的例子。导致违反的罪魁祸首显然是两
个自旋间的超距关联：如果自旋 R 向上，自旋 k 就一定向下；反之亦然。在
上面的讨论中，我们反复利用这个关联将单自旋函数 p(A,¬B)、p(B,¬C)、
p(A,¬C) 转换为双自旋函数 p(n⃗1, n⃗2)、p(n⃗2, n⃗3)、p(n⃗1, n⃗3)。正是这种超距
关联使得违反贝尔不等式成为可能。

形成鲜明对比的是，经典超距关联不会违反贝尔不等式的。我们举一个例子。
丁丁和当当是一对双胞胎。当当要出远门工作，临行前丁丁拿出了许多一模
一样的长方盒子（图dX9）。丁丁说，“这是我们小时候一起玩过的 Ryy 辆玩具
汽车。我发现其中正好有 8y 辆是黑色的，8y 辆是跑车，8y 辆是遥控的。我
把它们装在了 8y 个完全相同的长方盒子里。”丁丁拿出一个长方盒子，里面
有两个相同的小方盒，“汽车就装在这些小方盒里。在装盒子的时候，我特意
不让两辆跑车在同一长方盒子里，不让两辆黑色汽车在同一长方盒子里，不
让两辆遥控汽车在同一长方盒子里。现在你从每个长方盒子里随便拿一辆，
另外一辆留给我作纪念。”当当随机从每个长方盒子里拿了一个小方盒，带
着总共 8y 个小方盒出发了。在外地，当当经常会把这 8y 辆玩具汽车拿出
来端详，回想和丁丁一起度过的快乐时光。有一天，当当突然意识到丁丁在
和他玩一个数学游戏。从自己手中的 8y 辆玩具汽车，当当推断，有 d 个长
方盒子，他从这些盒子里拿走了黑色汽车而留给丁丁的是跑车；有 R9 个长
方盒子，他从这些盒子里拿走了跑车而留给丁丁的是遥控车；有 N 个长方盒
子，他从这些盒子里拿走了黑色车而留给丁丁的是遥控车。这三个数字显然
满足一个不等式：7 + 14 > 9。当当发现这个不等式不是巧合：无论当时自
己是怎样挑选的，前两种盒子的个数加起来总是大于第三种盒子的个数。这
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个不等式实质上就是贝尔不等式。我们来分析一下为什么。

图 dX9, 玩具汽车。它们可能是黑色的、遥控的、或者是跑车、也可能具有其
它性质。

在这个例子里，集合是所有的玩具汽车，属性 A 是黑色，属性 B 是跑车，
属性 C 是遥控。我们关注三种长方盒子。第一种长方盒子的特征是当当从
中拿走了黑色汽车，丁丁得到了跑车，假设这种盒子有 DA,B 个；第二种长
方盒子的特征是当当从中拿走了跑车，丁丁得到了遥控车，假设这种盒子有
DB,C 个；第三种长方盒子的特征是当当从中拿走了遥控汽车，丁丁得到了
黑色汽车，假设这种盒子有 DA,C 个。由于同一个长方盒子里的两辆汽车不
能同时是黑色，或者同时是跑车，或者同时是遥控车，再加上黑色汽车、跑车
和遥控车的数目都正好是总汽车数的一半，丁丁和当当手中的玩具汽车之间
是存在超距关联的。比如当当拿到跑车时，丁丁从同一个长方盒子一定没有
拿到跑车；反之，当当没有拿到跑车时，丁丁从同一个长方盒子一定拿到了
跑车。这样，当当手中黑色非跑车数量 S(A,¬B) 等于第一种长方盒子的数
目 DA,B。类似地，我们有 S(B,¬C) = DB,C 和 S(A,¬C) = DA,C。根据贝
尔不等式 S(A,¬B)+S(B,¬C) ≥ S(A,¬C)，我们有 DA,B +DB,C ≥ DA,C。
在上面的例子中，DA,B = 7，DB,C = 14，DA,C = 9，只是这个不等式的特例。
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表面上看，这个玩具汽车的例子和自旋单重态非常类似。长方盒子中的两辆
玩具汽车相当于一对自旋；长方盒子中的两辆汽车不能同时是黑色或跑车或
遥控相当于单态中的两个自旋方向总是相反的。但是，玩具汽车间的超距关
联不会违反贝尔不等式，而自旋单态中两个自旋间的超距关联则会违反。所
以经典中的超距关联和量子纠缠中的超距关联是不同的，它们可以用贝尔不
等式来区分。

第五章以骰子为例讨论了经典物理里几率的来源，我们的结论是经典几率不
是本质和内在的，它来自于无知。对于掷骰子，如果我们用几率来预测掷骰
子结果，那是由于存在一些随机因素（比如，桌面偶尔的振动），或者我们
没有能力去全面考虑掷骰子过程中各种因素（比如，骰子材料的弹性，桌面
材料的弹性，骰子和桌面碰撞的角度等）。如果我们像那个认真的小量一样，
尽量排除偶然因素并细致认真地研究和考虑掷骰子过程中的各种因素，我们
是完全可以抛开几率从而准确预测掷骰子的结果。（见第 8Xj 节的讨论）

我们反复强调，量子态中几率和经典物理中的几率是不一样的：量子态中几
率是本质和内在的，不是来源于随机或复杂的因素。但这种强调显得有些空
泛无力，因为量子态中的几率完全可能是某些 ǳ隐藏Ǵ 的因素造成的，只是
我们现代物理还没有探测这些因素的能力导致了量子态中的几率。这就是前
面介绍过的隐变量理论。我们考虑单个自旋，假设它处于前面讨论过的一个
量子态 U8XjV，

|ψ1/6⟩ =
√

1

6
|u⟩+

√
5

6
|d⟩ (5.3)

对于这个自旋态的测量结果，我们可以将其等价为一个特殊的骰子，它有五
个面上刻着 ǳ下Ǵ，一个面上刻着 ǳ下Ǵ。在测量中，由于我们对那些 ǳ隐藏Ǵ
的因素完全不了解，于是我们只能用几率来预测测量的结果。对于单个自旋，
这样理解几率是合理的。

贝尔告诉我们，如果隐变量理论是对的，那么所有双自旋量子态中的几率
关联必须满足不等式 UdXk9V。因为隐变量理论意味着量子几率和经典几率是
一样的，是由未知因素造成的，应该可以被经典概率论描述。而贝尔不等
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式UdXk9V 在经典概率论里是一个严格的不等式。但我们前面已经看到，很多
情况下双自旋单重态中的关联不满足不等式 UdXk9V。因此，量子纠缠态违反
贝尔不等式的一个深刻含义是，我们不能用隐变量理论来理解量子态中的几
率。量子几率确实是本质和内在的，它既不来源于偶然和被忽略的因素，也
不是来自于某些超越我们现代物理知识的 ǳ隐藏Ǵ 因素。

贝尔不等式还有一个重要的意义。在这之前，以爱因斯坦和玻尔为代表的物
理学家就量子力学中的几率有过很多激烈的争论，但这些争论只能停留在
字面上，是一种哲学式的讨论。贝尔不等式将这种讨论归结为一个数学表达
式，使得物理学家可以从实验上去澄清这个争论。迄今为止，所有和贝尔不
等式相关的实验都站在了量子力学一边：贝尔不等式是可以被违反的。上帝
确实在玩骰子，一种非常特殊的骰子。贝尔揭开了那层神秘的面纱，让我们
认识了这种骰子的 ǳ殊容Ǵ。

dXkXk 自我的缺失

量子纠缠还有一个鲜明的特征，很少被大众媒体提及。我把这个特征叫做自
我的缺失，下面是详细的讨论。

前面已经反复介绍过，量子态是希尔伯特空间中的一个向量，这个向量完整
地描述了体系的运动状态。公式 UdXR3V中的自旋单重态 |S⟩就是四维希尔伯
特空间里的一个量子态，它完整描述了双自旋系统的运动状态。那么其中的
两个自旋分别处于什么量子态呢？假定这两个自旋分别具有确定的量子态：
自旋 R 的状态由二维希尔伯特空间中的向量 |φ1⟩ 描述而自旋 k 则由二维希
尔伯特空间中的另一个向量 |φ2⟩ 描述。这样这个双自旋系统的状态就应该
由这两个向量的直积 |φ1⟩ ⊗ |φ2⟩ 描述。利用前面的反证法我们同样可以证
明这是不可能的。所以尽管我们完全清楚整个双自旋系统处于什么量子态，
但我们却不清楚其中的单个自旋处于什么量子态。用通俗的语言，我们说在
自旋单重态 |S⟩ 中单个自旋失去了自我。这是量子纠缠态一个非常重要而神
奇的普遍特征，和经典力学有本质不同。如果有两个经典粒子，我们确切地
知道它们的整体运动状态，那也意味着我们知道粒子 R 的运动状态 (x1, p1)
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和粒子 k 的运动状态 (x2, p2)。在经典力学里，只有知道了每个粒子的运动
状态才能确切知道整个系统的运动状态。但在量子力学里，情况完全不同。
在量子纠缠态中，我们可以确切地知道系统的整体运动状态，但却不知道
系统中每个粒子的运动状态。我们把量子纠缠态的这个特征叫做自我的缺失。

我们换一个更物理的角度来体会和理解一下这种自我的缺失。根据第五章的
讨论（参见与公式 U8XRNV 相关的讨论），对于任意一个单自旋态 |ψ⟩，我们
总是可以找到一个方向 n⃗ 以至于 n⃗ · σ̂ |ψ⟩ = |ψ⟩，也就是 ⟨ψ| n⃗ · σ̂ |ψ⟩ = 1。
这个结果表明，在普通的施特恩@格拉赫实验中，如果粒子源发射的银原子
总是处于自旋态 |ψ⟩，我们总是可以适当调整磁场的方向使得屏幕上只有一
个斑点。

我们马上会发现自旋单重态|S⟩ 中的单自旋有完全不同的表现。我们先计算
⟨S| n⃗ · σ̂ |S⟩。对于 ⟨S| σ̂x |S⟩，我们有

⟨S| σ̂x |S⟩ =
1

2
(⟨ud|− ⟨du|)σ̂x(|ud⟩ − |du⟩)

=
1

2
(⟨ud|− ⟨du|)(σ̂x |ud⟩ − σ̂x |du⟩)

=
1

2
(⟨ud|− ⟨du|)(|dd⟩ − |uu⟩)

=
1

2

(
⟨ud|dd⟩ − ⟨ud|uu⟩ − ⟨du|dd⟩+ ⟨du|uu⟩

)

=
1

2

(
⟨u|d⟩ ⟨d|d⟩ − ⟨u|u⟩ ⟨d|u⟩ − ⟨d|d⟩ ⟨u|d⟩+ ⟨d|u⟩ ⟨u|u⟩

)

= 0 UdXj8V

通过类似的计算我们有

⟨S| σ̂y |S⟩ = ⟨S| σ̂z |S⟩ = 0 UdXjeV

所以

⟨S| n⃗ · σ̂ |S⟩ = nx ⟨S| σ̂x |S⟩+ ny ⟨S| σ̂y |S⟩+ nz ⟨S| σ̂z |S⟩ = 0 UdXjdV

对于自旋 k，我们同样有
⟨S| n⃗ · τ̂ |S⟩ = 0 UdXj3V
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这些结果意味着，在图dXR描述的双自旋施特恩@格拉赫实验中，无论你怎么
调整两侧磁场的方向，你永远会在两侧的屏幕上各观察到两个分立的大小相
同的斑点。这和前述的单自旋施特恩@格拉赫实验结果形成鲜明的对比。所
以，在自旋单重态 |S⟩中，单个自旋完全迷失了，不知道自己处于什么量子态。

如果在双自旋施特恩@格拉赫实验中，粒子源产生的双自旋处于直积态 |Ψ12⟩，
情况会怎样呢？我们先做计算

⟨Ψ12| n⃗ · σ̂ |Ψ12⟩ = ⟨ψ|n⃗ · σ̂|ψ⟩ ⟨φ|φ⟩ = ⟨ψ|n⃗ · σ̂|ψ⟩ UdXjNV

⟨Ψ12| n⃗ · τ̂ |Ψ12⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ ⟨φ|n⃗ · τ̂ |φ⟩ = ⟨φ|n⃗ · τ̂ |φ⟩ UdX9yV

根据前面的结果，我们总可以找到两个方向 n⃗1、n⃗2，使得 ⟨ψ|n⃗1 · σ̂|ψ⟩ =

⟨ψ|n⃗2 · σ̂|ψ⟩ = 1。当我们把实验中左侧的磁场方向调整到 n⃗1 方向，右侧的
磁场方向调整到 n⃗2 方向时，两个检测屏上都只会出现一个斑点。

上面的分析表明，直积态和纠缠态不只是数学上不一样，而且物理内涵也非
常不同，会导致不同的实验后果。

既然处于纠缠态的单个粒子没有确定的量子态不能用希尔伯特空间中的向
量描述，那它究竟处于什么态，我们该如何描述它呢？它处于混合态，可以
用密度矩阵描述它的状态。对于处于自旋单重态的自旋 R，它处于如下混合
态

ρ̂1 =
1

2
|u⟩ ⟨u|+ 1

2
|d⟩ ⟨d| UdX9RV

这个密度矩阵表示自旋 R 处于一个不确定的量子状态：有 Rfk 的概率处于
量子态 |u⟩c 有 Rfk 的概率处于量子态 |d⟩。至于这个密度矩阵为什么具有这
么古怪的形式，是怎么得到的，它的进一步的含义等都超越了本书的范围，
有兴趣的读者可以参考朗道的《量子力学》。
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第八章 量子测量

每个人每个物体在任何时刻都在空间占据一个确定的位置并且以一个确定
速度运动（静止是速度为零的运动）。这个经验过于平常和熟悉以至于几乎
从不引起我们的关注。或许开车时我们偶尔会关注一下，因为这时我们可以
从车速表上知道车的速度，同时从 :Sa导航设备上知道车的位置。显然，车
速表和 :Sa 设备不会互相影响，车速表对速度的测量和 :Sa 设备对位置
的测量也不会影响我们的驾驶和车辆的行驶状况。这就是我们的日常经验：
每个人或物体在任何时刻都具有确定的位置和速度，我们可以同时测量一个
物体的位置和速度，这两种测量不会互相影响而且也不会影响物体的运动状
态。这个日常经验是如此的理所当然和显而易见以至于被几乎所有的人忽视。

这个习以为常的生活经验和经典力学的理论框架完全一致。在经典力学里，
一个粒子在任何时刻都具有确定的位置和动量（或速度）。位置和动量不但
可以被测量而且可以被同时测量；测量结果总是确定的并且测量对粒子运动
的影响原则上总是可以被降到零。但是在学习经典力学的过程中，没有教科
书或老师会反复强调这些特征，在经典力学里这一切都是理所当然。

上面这些讨论会让不了解量子力学的人觉得奇怪和无聊。就好像某人这样介
绍一个人的相貌，ǳ他有两只眼睛，一个鼻子，XXXXXXǴ。你会觉这个人不是精
神有问题就是想故意浪费大家的宝贵时间。但是如果这个人接下来开始介绍
一个外星人的相貌时，你就不会觉得奇怪了。我们现在就是要介绍一个 ǳ外
星人Ǵ，量子测量。

在经典物理里，测量不是基本理论框架的一部分。关于测量的讨论仅限于具
体的实验操作，比如如何提高测量精度、减小噪声。原则上，不同的测量无
论同时进行还是分开进行，测量结果总是确定的，测量中的噪声和仪器的影
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响总是可以减小至零。

在量子力学里，测量不再只是涉及具体的实验操作，而是量子力学理论框架
的一部分。我们回顾一下量子力学的基本理论框架（见第五章）。在量子力
学里，量子态是希尔伯特空间的一个向量。希尔伯特空间是抽象的，其中的
向量也是抽象的，和实际物理世界没有直接的联系和对应。为了建立这个联
系和对应，人们引入了可观测量这个概念。可观测量在数学上由同样抽象的
算符（或矩阵）表示，和实际测量结果对应的是这些算符的本征值，而量子
态给出的是这些测量结果可能的几率。

由此可见，测量在量子力学的基本理论框架中占领了一个非常独特的核心地
位，测量也因此成为量子力学里最微妙的概念和最富争议的话题。关于量子
测量，物理学家的共识是：URV当两种测量对应的算符不对易时，这两种测量
将不可能同时给出确定的测量结果，这就是著名的海森堡不确定性关系。（k）
测量会对量子系统产生不可忽略的影响。物理学家关于量子测量的争议和第
二个共识有关，测量会如何影响量子系统？影响的后果是什么？关于这个问
题有很多不同的观点，我将介绍两个学派：哥本哈根理论和多世界理论。哥
本哈根理论以波包塌缩为中心，是最流行的；多世界理论则是我认为最合理
的。遗憾的是，我们现在还无法用实验来判断各种不同学派的对错。

3XR 不确定性关系

海森堡在 RNkd 年发现了一个神奇的不等式

∆x∆p ≥ h̄/2 U3XRV

这就是著名的海森堡不确定性关系。在这个不等式里，∆x 是粒子位置的不
确定度；∆p 是粒子动量的不确定度。根据这个不等式，如果一个粒子有确
定的位置，也就是 ∆x = 0，那么 ∆p = ∞，也就是这个粒子的动量完全不
确定。反过来，如果粒子的动量完全确定 ∆p = 0，那么粒子的坐标完全不
确定 ∆x = ∞。海森堡不确定性关系揭示了一个令人震惊的现实：无论你用
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3XRX 不确定性关系 吴飙

多么先进和精确的仪器，即使你有能力消除测量中的所有噪声，对于一个粒
子的位置和动量，你也不可能同时给出确定的测量结果。这是量子测量的第
一个怪异特征。

我们已经介绍过，量子力学中的可观测量由算符（即矩阵）表达，而矩阵
的乘法次序会影响乘法结果。比如你可以直接验算，σ̂xσ̂y ̸= σ̂yσ̂x。对于
这种情况，我们说算符 σ̂x 和 σ̂y 不对易。海森堡不确定性关系正是源于量
子力学中位置和动量算符的不对易性。量子力学有一个一般的结论：如果
两个可观测量 Ô1 和 Ô2 不对易，Ô1Ô2 ̸= Ô2Ô1，那么对 Ô1 和 Ô2 观测
的不确定度不可能同时为零。由于位置和动量算符的数学表达涉及微积分，
我们选择用简单的自旋算符来阐述算符的不对易性和测量的关系。关于不
确定性关系 U3XRV的严格证明，有兴趣的读者可以参考曾谨言的《量子力学》。

我们先补充一些统计方面的简单数学知识，了解一下什么是统计的不确定
度。对于一个变量 w，假设它有 n 个可能的取值 w1, w2, · · · , wn，每个可能
取值的几率分别是 p1, p2, · · · , pn，那么它的平均值或期待值是

w̄ =
n∑

i=1

piwi U3XkV

它的不确定度是

∆w =

√√√√
n∑

i=1

pi(wi − w̄)2 U3XjV

我们举两个例子。掷骰子有 e 种可能的结果：w1 = 1、w2 = 2、w3 = 3、
w4 = 4、w5 = 5、w6 = 6；不同结果的几率是一样的，即 p1 = p2 = p3 =

p4 = p5 = p6 = 1/6。这样，骰子的期待值是

w̄ = (w1 + w2 + w3 + w4 + w5 + w6)/6 = 3.5 U3X9V

骰子的不确定度是

∆w2 =
(1− w̄)2 + (2− w̄)2 + (3− w̄)2 + (4− w̄)2 + (5− w̄)2 + (6− w̄)2)

6
≈ 2.92 U3X8V
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再看一个例子。用两种不同的仪器测量同一个粒子的位置 x，各测量了四次，
结果如下

仪器 R （米） 仪器 k （米）

yXRk yXRR yXRy yXyN yXRyR yXyN3 yXRyj yXyNN

对于仪器 R，我们有 x̄1 = (0.12 + 0.11 + 0.10 + 0.09)/4 = 0.105，

∆x1 =

√
(0.12− x̄1)2 + (0.11− x̄1)2 + (0.10− x̄1)2 + (0.09− x̄1)2

4
≈ 0.11

U3XeV
对于仪器 k，我们有 x̄1 = (0.101 + 0.098 + 0.103 + 0.099)/4 = 0.10025，

∆x2 =

√
(0.101− x̄2)2 + (0.098− x̄2)2 + (0.103− x̄2)2 + (0.099− x̄2)2

4
≈ 0.002

U3XdV
可见 ∆x2 ≪ ∆x1，这说明仪器 k 的精度比仪器 R 的精度高很多。上面计算
中为了简单，我们假设了得到每个测量结果的几率是一样的。

我们回到量子力学，考虑一个自旋，假设自旋处于下面这个量子态

|ψ⟩ = a |u⟩+ b |d⟩ U3X3V

我们感兴趣的是它的两个相互不对易的自旋算符 σ̂x 和 σ̂z。关于 σ̂z 的测量，
它有两个可能的结果：1，几率是 |a|2c −1，几率是 |b|2。按照上面介绍的统
计知识，它的期待值是

¯̂σz = |a|2 − |b|2 U3XNV

直接的计算可以验证这和我们在第五章介绍的算符期待值的计算是一致的，
即 ¯̂σz = ⟨ψ|σ̂z|ψ⟩。根据公式 U3XjV，σ̂z 测量的不确定度是

∆σ̂2z = |a|2(1− ¯̂σz)
2 + |b|2(−1− ¯̂σz)

2 = 4|a|2|b|2 U3XRyV

直接的计算可以验证

∆σ̂2z = ⟨ψ|(σ̂z − ¯̂σz)
2|ψ⟩ = ⟨ψ|σ̂2z |ψ⟩ − ¯̂σ2z = 4|a|2|b|2 U3XRRV
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3XRX 不确定性关系 吴飙

我们不但得到了 σ̂z 测量的期待值和不确定度，而且验证了量子力学中期待
值的算法和普通的统计算法是一致的。对于 σ̂x，我们直接利用量子力学中
的算法。自旋算符 σ̂x 的期待值是

¯̂σx = ⟨ψ|σ̂x|ψ⟩ = [a∗ ⟨u|+ b∗ ⟨d|] σ̂x [a |u⟩+ b |d⟩]

= [a∗ ⟨u|+ b∗ ⟨d|] [a |d⟩+ b |u⟩] = a∗b+ ab∗ U3XRkV

关于 σ̂x 测量结果的不确定度 ∆σ̂x，我们有

∆σ̂2x = ⟨ψ|σ̂2x|ψ⟩ − ¯̂σ2x = 1− (a∗b+ ab∗)2 U3XRjV

利用归一条件 |a|2 + |b|2 = 1，让 a = +Qb θ，b = eiβ bBM θ。于是我们有

∆σ̂z = | bBM 2θ| U3XR9V

∆σ̂x =
√
1− bBM2 2θ +Qb2 β U3XR8V

很显然，∆σ̂x 和 ∆σ̂z 的最大值都是 R，最小值都是 y，即

0 ≤ ∆σ̂x ≤ 1 , 0 ≤ ∆σ̂z ≤ 1 U3XReV

这和位置和动量算符不同，位置和动量算符的不确定度 ∆x 和 ∆p 可以无穷
大。从公式 U3XR9-3XR8V，我们可以得到一个不等式

∆σ̂2x +∆σ̂2z ≥ 1 U3XRdV

它就是自旋的海森堡不确定性关系。这个不等式告诉我们，如果 ∆σ̂x = 0，
即关于 σ̂x 的测量结果完全确定，那么 ∆σ̂z = 1，关于 σ̂z 的测量具有最大
不确定性；反之亦然。

考虑一个具体的例子，θ = π/4，β = 0。这时公式 U3X3V 中的量子态具有如
下形式

|ψ⟩ =
√
2

2
|u⟩+

√
2

2
|d⟩ U3XR3V

我们用施特恩@格拉赫实验（参见图 U8XRV）来观测这个自旋态。我们重复这
个实验 Ryy 次，每次银原子都处于上面这个自旋态 U3XR3V。那么我们大概会

Rj8



吴飙 3X 量子测量

有 8y次观测到银原子向上飞，8y次向下飞。这是关于 σ̂z 的观测，观测结果
具有最大的不确定度。而根据公式 U3XR9V ，我们有不确定度 ∆σ̂z = 1，和实
验结果一致。如果我们将施特恩@格拉赫实验中的磁场调成 x 轴的方向，结
果会怎样呢？细心的读者可能已经注意到了 |ψ⟩ = |f⟩，是 σ̂x 的本征态。这
样我们每次都会观测到银原子飞向 x 轴的上方，检测屏上只会有一个斑点。
测量结果是确定的。所以关于 σ̂x 的观测的不确定度应该是零。而根据公式
U3XR8V，我们确实有 ∆σ̂x = 0。

如果一个系统所处的量子态 |φj⟩ 是算符 Ô 的本征态，那么对这个系统测量
可观测量 Ô 会得到一个确定的结果，即不确定度 ∆Ô = 0。有兴趣的读者可
以自己证明一下。上面讨论的 |f⟩ 和 σ̂x 是这个一般结论的特例。

为什么两个算符的不对易性会导致不确定性关系呢？为了回答这个问题，我
们做一个大胆的假设 σx 和 σz 具有一个共同的本征态 |φ0⟩。那么根据上面
的分析，如果自旋处于这个本征态，我们会同时有 ∆σ̂x = ∆σ̂z = 0，这
违反自旋的海森堡不确定性关系 U3XRdV。所以我们的假设是错误的：σx 和
σz 没有共同的本征态。我们知道 σx 的本征态是 |f⟩ 和 |b⟩，确实不同于
σz 的本征态 |u⟩ 和 |d⟩。线性代数中有更普遍的结论。如果两个矩阵对易，
那么它们一定具有共同的本征态；如果两个矩阵不对易，那么除了一些极
其特殊的情况R，它们没有共同本征态。这两个结论的详细证明和解释超越
了本书，有兴趣的读者可以参阅狄拉克的《量子力学原理》。基于这两个
数学结果，我们立刻有：任意两个不对易算符之间都存在海森堡不确定性
关系；任意两个对易算符之间没有海森堡不确定性关系。比如，两个不同
方向的动量算符，比如 p̂x 和 p̂y，是相互对易的，它们之间没有海森堡不
确定性关系。事实上也确实存在这样的量子态，它同时是 p̂x 和 p̂y 的本征态。

海森堡曾尝试给他的不确定性关系一个直观的解释。如图3XR，考虑用波长
为 λ 的光去测量某个粒子的位置，那么位置测量的准确度大约就是波长，
∆x ∼ λ。测量过程中，光子要和被测量粒子碰撞。由于光子的动量是 h̄k

R比如轨道角动量 s 态，它是不对易轨道角动量算符 L̂x，L̂y，和 L̂z 的共同本征态。
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3XRX 不确定性关系 吴飙

图 3XR, 海森堡对不确定性关系的直观解释。实心圆代表被观测的粒子，虚
线代表入射光子，实线代表出射的光子。

（k = 2π/λ），这会给粒子的动量带来大约 ∆p ∼ h̄k 的扰动。我们于是有

∆x∆p ∼ 2πh̄ U3XRNV

这个估计和公式 U3XRV 中的不等式非常一致。海森堡的这个分析是非常深刻
的，它揭示了测量对被观测粒子确实会产生不可避免的扰动。我们通常认为
测量中仪器的影响总是可以设法降为零的。比如，测量一大盆水的温度，我
们可以把普通温度计插入水中，等水和温度计热交换达到平衡以后，读出温
度计上的温度，完成测量。但是如果只有 R 克水，这个方法就不行了，因为
普通温度计和 R 克水接触发生热交换时会严重影响水的温度，导致很大的
测量误差。这时候实验物理学家会设法使用更精巧的温度计，比如不接触式
温度计，来精确测量水的温度，这时候温度计的影响又可以忽略不计。海森
堡的分析表明，对于微观粒子的测量，测量仪器的影响是必须考虑的。由于
这个原因，海森堡不确定性关系经常被称作 ǳ测不准关系Ǵ。

海森堡的直观分析非常误导人：测量带来的扰动和海森堡不确定性关系似乎
是等价的。事实上，它们是不等价的。海森堡不等式 U3XRV 来自算符的不可
对易性，它反映这样一个物理事实：由于位置和动量算符不对易，所以不存
在这样一个量子态，在这个态里粒子同时具有确定的位置和动量。既然粒子
本身不能同时具有确定的位置和动量，任何测量自然不会同时给出确定的位
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置和动量测量结果，这和具体的测量过程其实没有任何关系。但是海森堡的
估算 U3XRNV 和不等式 U3XRV 太接近了，上面的分析可能很难让你完全信服。
为此，我们回到自旋。利用自旋，我们可以更令人信服地说明海森堡不确定
性关系和测量没有任何关系。

让我们来回顾一下施特恩@格拉赫实验（见图8XR）对自旋的测量。如果要做
关于 σ̂x 的测量，那么我们需要让实验中的磁场指向 x 方向；如果要做关于
σ̂z 的测量，那么我们需要让实验中的磁场指向 z 方向。如果想同时测量 σ̂x

和 σ̂z，那么我们需要让实验中的磁场同时指向 x 和 z 方向，但这时磁场其
实是指向 n⃗ = {1/

√
2, 0, 1/

√
2}，是在做关于 n⃗ · σ̂ 的测量。因此在施特恩@格

拉赫实验中，同时精确测量 σ̂x 和 σ̂z 的不可能性来自实际操作的自然限制，
不是来自测量中的扰动。为了看得更清楚，我们还可以考虑一个特殊情况：
磁场方向沿 z 方向，银原子的自旋态总是 |u⟩。这时，每次银原子都飞向上
方，屏幕上只有一个斑点，测量结果完全是确定的。如果测量导致的扰动和
不确定性关系有关，很难理解为什么这种情况下它的影响完全消失。最后，
我们要明确指出，上面的分析无法对自旋测量的不确定性进行估算，得到和
不确定性关系 U3XRdV 一致的结果。

因此海森堡的估算 U3XRNV 和不等式 U3XRV 非常接近只是一种数学上的巧合。
依据对图 U3XRV 的分析，海森堡揭示了测量对被测量体系带来的不可避免的
扰动。并依此估算了扰动的最小值 U3XRNV。这种估算本身没有任何问题。但
我们不应该把它和海森堡不确定性关系U3XRV 联系起来，二者物理上没有必
然的联系。如果存在物理上的联系，这种联系也应该反映到自旋测量中。但
是从上面对自旋测量的分析，我们没有看到自旋的不确定性关系和测量中的
扰动有任何联系。总之，海森堡的不确定性关系反映的只是算符间的不可对
易性，和测量仪器对量子系统的影响没有关系。

3Xk 波包塌缩

第五章介绍了量子力学的基本理论框架，其中的一条基本原则是，对一个量
子态进行测量时，测量结果是几率性的。当时我们有意回避了一个关键问题，
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测量后量子态会发生什么变化？这个问题非常有争议，不同的物理学家有不
同的观点。我们先介绍一个被普遍接受并且在绝大多数的教科书里讲述的观
点，观测会导致量子态发生 ǳ波包塌缩Ǵ。这个观点可以在最早的也是最富
盛名的量子力学专著，狄拉克的《量子力学原理》和冯·诺依曼（CQ?M pQM
L2mK�MM-RNyj @ RN8d）的《量子力学的数学基础》里找到源头。狄拉克和
冯·诺依曼都认为测量会导致量子态 |ψ⟩ 发生不连续的跳变，即波包塌缩。
他们这样描述波包塌缩：在可观测量 Ô 的测量过程中，量子态 |ψ⟩ 会以一
定的几率跳变到 Ô 的一个本征态上

|ψ⟩ −→ |φj⟩ U3XkyV

这里 |φj⟩ 是 Ô 的本征态，而这个跳变发生的几率是 | ⟨φj |ψ⟩ |2。

这个观点似乎得到了实验的支持。让我们再次回顾施特恩@格拉赫实验（见
图 U8XRVV。假设有一个处于自旋态 |ψ⟩ = (|u⟩ + |d⟩)/

√
2 的银原子从粒子源

飞向检测屏。在银原子碰到检测屏前，这个自旋态是保持不变的，我们一直
不能确定银原子会飞到检测屏上方还是下方。但银原子碰到检测屏时，它只
会出现在一处，上方或下方。如果这个银原子飞到了上方，我们就说银原子
的自旋态塌缩了

|ψ⟩ = (|u⟩+ |d⟩)/
√
2 −→ |u⟩ U3XkRV

所以，波包塌缩对施特恩@格拉赫实验的解释看起来是很合理的。

但波包塌缩是非常令人费解的。波包塌缩应该是一个实实在在的物理过程，
因为它是两个实实在在的物理体系——被观测物体和测量仪器——相互作
用的结果。这样一个物理过程究竟如何发生的？整个波包塌缩过程经历了多
长的时间？能用一个具体的数学方程来描述波包塌缩吗？狄拉克和冯·诺依
曼都没有回答这些问题，他们只是用文字描述了波包塌缩，没有用任何数学。

掷骰子和波包塌缩有些相像。骰子在掷出前，状态不确定；投掷结束后，骰
子会稳定下来处于一个确定的状态。骰子也经历了从状态不确定到确定的
ǳ塌缩Ǵ。但是，骰子状态的 ǳ塌缩Ǵ 是一个实实在在的物理过程。我们可以
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看到骰子在空中的轨迹，和桌面的碰撞，在桌子上的翻滚。一个聪明能干
的物理学家甚至可以细心研究这个过程，并精确描述它（见图8Xk）。但是量
子力学的波包塌缩不需要经历这样一个物理过程，显得非常神秘和令人困惑。

如果我们接受波包塌缩假说，那么在量子力学中就存在两种截然不同的量子
态演化：（R）波包塌缩；（k）量子态按照薛定谔方程 UeXRV 进行的动力学演
化 U见第六章V。前者是不连续的，非幺正的；后者是连续的和幺正的。冯·
诺依曼在《量子力学的数学基础》里反复强调这两种量子态演化的不同源于
系统的差异：进行幺正演化的系统是孤立的量子系统，即量子系统和外界没
有任何能量和物质交换；而发生波包塌缩的量子系统和测量系统有相互作用。

RN8e 年艾夫雷特（>m;? 1p2`2ii AAA ，RNjy @ RN3k）在他的博士论文里指出
波包塌缩假说存在一个内在的逻辑矛盾。我们来看看这个矛盾是什么。

考虑一个完全与外界隔绝的实验室，即这个实验室与外界既没有能量也没有
粒子交换。实验员鲍勃（"Q#）在实验室里面做施特恩@格拉赫实验U见图3XkV。
他从粒子源释放了一个处于自旋态 |f⟩ = (|u⟩ + |d⟩)/

√
2 的银原子，然后关

掉粒子源。最后银原子飞向了检查屏上方。鲍勃将这个结果记录在笔记本
上。一天以后爱丽丝（�HB+2）打开了这个实验室，进去查看结果。爱丽丝对
实验结果没有异议，但坚持说鲍勃在自己打开门的那个时刻才把结果记录在
笔记本上。鲍勃当然坚持自己一天前就记录好了。我们看看这个争议是如何
来的。

对于鲍勃来说，被测量系统是自旋，而测量仪器是磁铁和检测屏等实验设备。
在鲍勃看来，波包塌缩发生在银原子和检测屏接触的一刻。但是对于实验员
爱丽丝，被测量系统则是实验室里所有的物体，包括鲍勃，而测量仪器则是
爱丽丝的眼睛。在爱丽丝打开实验室的门之前，整个实验室和外界隔离，是
一个孤立的量子系统。前面我们强调了，波包塌缩只会发生在被测量系统和
仪器相互作用的时候。所以对于爱丽丝来说，在她观测以前，整个实验室的
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图 3Xk, 波包塌缩的困境。爱丽丝（�HB+2）和鲍勃（"Q#）是两个实验员。一
开始鲍勃所在的实验室和外界完全隔绝。爱丽丝在鲍勃完成实验 R 天以后
才打开实验室的门。

量子态应该进行连续的幺正变换

U
[ 1√

2
(|u⟩+ |d⟩)⊗ |∅⟩

]
=

1√
2

[
|u⟩ ⊗ |lT⟩+ |d⟩ ⊗ |.QrM⟩

]
U3XkkV

这里 |∅⟩ 代表笔记本上没有任何记录；|lT⟩ 代表笔记本上记录为 ǳ上Ǵ；
|.QrM⟩ 代表笔记本上记录为 ǳ下Ǵ。这样，对于爱丽丝，在实验室门打开
以前，笔记本上既可能是 ǳ上Ǵ，也可能是 ǳ下Ǵ。在门打开的瞬间，爱丽丝
的眼睛和实验室里的所有物体发生了作用，于是波包塌缩

1√
2

[
|u⟩ ⊗ |lT⟩+ |d⟩ ⊗ |.QrM⟩

]
−→ |u⟩ ⊗ |lT⟩ U3XkjV

这样就有了前面说的争议：爱丽丝认为打开门的一刹那笔记本上的记录才确
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定下来；鲍勃当然完全确信自己一天前就记录好了。

我们可以换个角度来审视波包塌缩引起的这个争议。在日常生活中，一个宏
观物体和另外一个宏观物体相互作用是不会引起波包塌缩的。比如，当我们
打开一扇门或者拿起一本笔记本查看记录时，我们的动作是不会引发波包塌
缩这样的现象的。波包塌缩只会发生在一个微观系统和一个大型测量仪器相
互作用时，比如前面的银原子和磁铁、检测屏相互作用时。由于施特恩@格拉
赫实验在一天前已经完成，当实验员爱丽丝进入实验室时，她接触到和看到
的东西都是和宏观的，比如鲍勃和他的记录本，不应该引发任何波包塌缩。
而对于爱丽丝，施特恩@格拉赫实验又是在完全隔绝的情况下进行的。所以
在爱丽丝看来，整个实验过程中没有发生任何不连续的波包塌缩；整个实验
过程应该是一个连续、确定的幺正演化。当爱丽丝看到笔记本上写着 ǳ上Ǵ
时，她非常确信，如果重复这个实验，实验的结果应该还是 ǳ上Ǵ。而鲍勃则
认为实验结果不是确定的，有 8yW 的几率实验结果会是 ǳ下Ǵ。我们知道鲍
勃是对的，而爱丽丝是错的。爱丽丝错误的根源是波包塌缩假说。

维格纳（1m;2M2 S�mH qB;M2`，RNyk @RNN8）在 RNeR 年提出了一个类似的思
想实验k，现在被称作维格纳朋友佯谬（qB;M2`Ƕb 6`B2M/ S�`�/Qt）。在维格
纳的思想实验里，维格纳的朋友在隔绝的实验室里做量子物理实验，实验的
对象处于一个叠加态 α |ψ1⟩ + β |ψ2⟩。量子态 |ψ1⟩ 和 |ψ2⟩ 会导致不同的测
量结果，让他的朋友产生不同的反映。用 |χ1⟩ 表示对 |ψ1⟩ 反映；用 |χ2⟩ 表
示对 |ψ2⟩ 反映。维格纳认为，在他的朋友完成观测后，包括他朋友在内的
整个实验系统应该由波函数 α |ψ1⟩ ⊗ |χ1⟩+ β |ψ2⟩ ⊗ |χ2⟩ 描述。但是，维格
纳的朋友认为他的测量会导致波函数塌缩，系统应该处于量子态 |ψ1⟩ ⊗ |χ1⟩
或 |ψ2⟩ ⊗ |χ2⟩。维格纳和他的朋友得出了相互矛盾的结果。在这里维格纳并
没有进入实验室。

k1X SX qB;M2` URNeRV- ǳ_2K�`Fb QM i?2 KBM/@#Q/v [m2biBQMǴ- BM, AX CX :QQ/- h?2
a+B2MiBbi aT2+mH�i2b UGQM/QM- >2BM2K�MMV。由于当时艾夫雷特和维格纳都在普林斯顿，他
们可能私下讨论过。现在没有明确的证据显示究竟是谁先提出了这个思想实验。唯一明确的
是，艾夫雷特更早正式发表。
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上面三种不同的分析清楚表明如果有两个观测者（爱丽丝和鲍勃或者维格纳
和他朋友），波包塌缩假说会导致逻辑上的矛盾。尽管有这个先天的缺陷，波
包塌缩假说依然非常流行，绝大多数的量子力学教科书依然采用这个观点，
大多数物理学家仍用它来理解理论结果和解释实验现象。正如我们前面看到
的，波包塌缩可以简单明了地解释施特恩@格拉赫实验的结果。作者本人虽
然不认可波包塌缩假说，但在思考和讨论中经常用波包塌缩，绝大多数情况
下不会有矛盾出现，因为我们思考时常常不自觉地把自己当作唯一的观察者。

如果波包塌缩假说不对，那我们该如何描述测量对量子态的影响？物理学家
仍然没有完全解决这个问题。在下一节，我们将介绍艾夫雷特的理论。一个
优秀的物理学家在发现旧理论漏洞的时候，一定会提出一个新的理论去替代
旧理论。艾夫雷特就是这样一个优秀的物理学家，他的理论叫多世界理论。

3Xj 多世界理论和薛定谔猫

量子世界是非常神奇的，和我们日常经验大相径庭。一个很自然的问题是，
为什么我们在日常生活中经历不到这些神奇的量子现象？一个普遍接受的答
案是，在宏观世界里普朗克常数相对太小，它带来的量子效应可以忽略不计。
这确实能回答不少具体的问题。按照量子力学，光是由一个一个的光子构成
的，每个光子的能量是 hν。但是日常生活中的光似乎是连续的，我们感觉
不到一个一个的光子。原因有两方面：（R）由于普朗克常数 h 很小，每个光
子的能量很小；（k）普通的光是由大量光子构成。这两个因素结合在一起，
给人造成的印象就是光是连续的。这和水非常类似：水是由很多个水分子组
成的，每个水分子很小，所以我们都觉得水是连续的。形成鲜明对比的是沙
滩，它虽然由很多个沙粒组成，但由于沙粒很大，它还是离散的。

按照海森堡不确定性关系，一个粒子不能同时具有确定的动量和位置。但我
们平时并没有感受到这个量子效应。原因也是普朗克常数相对太小。日常生
活中的物体大致以 1 ∼ 100米f秒的速度运动，对这些速度，人眼的分辨率大
约是 yXyR 米f秒。假设物体质量大约为 R 克，动量的不确定度是 ∆p ∼ 10−5

千克·米f秒。人眼对位置的分辨率大约是 yXR 毫米。所以对于人眼，我们大
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致有 ∆p∆x ∼ 10−9 焦耳·秒，这比普朗克常数 6.62607004 × 10−34 焦耳·
秒大了大约 k9 个数量级。这就是说由于人眼的分辨率有限，我们在日常生
活中会认为任何一个物体都同时有确定的位置和动量，完全感受不到和海森
堡不确定性关系相关的量子效应。

但是有些量子效应或现象，比如态叠加原理和量子纠缠，和普朗克常数的大
小完全无关。态叠加原理源于量子力学的两个基本因素：希尔伯特空间和薛
定谔方程。希尔伯特空间是一个线性空间，所以其中的任意两个向量相加依
然是空间中的一个向量。这意味着，任意两个量子态叠加依然是一个合理的
量子态。薛定谔方程是线性的，所以薛定谔方程两个解的线性叠加依然是该
方程的一个解。前者和普朗克常数完全没有关系；后者似乎有因为薛定谔方
程里含有普朗克常数。但是无论普朗克常数多大多小，薛定谔方程都是线性
的。综合起来，我们就得到了一个有趣而深刻的结论：态叠加原理和普朗克
常数无关。由于态叠加原理，在干涉现象里，单个电子能同时通过两条缝。
既然态叠加原理和普朗克常数无关，为什么我们平时完全不可能同时走两条
路去上班呢？

量子纠缠也和普朗克常数无关。让我们以双自旋体系为例回顾一下量子纠
缠的来源。自旋 R 的希尔伯特空间是 V1，自旋 k 的希尔伯特空间是 V2；复
合体系双自旋的希尔伯特空间 V 是它们的直积 V = V1 ⊗ V2。V 的维数是
9，有四个正交归一基 |uu⟩ , |ud⟩ , |du⟩ , |dd⟩。利用这四个基我们就可以构
造出纠缠态，比如自旋单重态|S⟩。在整个过程中，普朗克常数完全不出现。
对于由多个粒子组成的量子复合体系，它们的希尔伯特空间是体系中各个粒
子希尔伯特空间的直积。这是量子纠缠的源头，和普朗克常数毫无关系。令
人困惑的是，我们从来也没有亲身经历过量子纠缠现象：日常生活中的每个
物体都有它自己确定的位置和动量，从来也不会缺失自我。

每个宏观物体都是由微观的粒子——原子和分子——组成的。为什么原子和
分子会干涉，会纠缠而由它们组成的足球、水杯却不会？这些问题完全无法
用普朗克常数很小来解释，因为干涉和纠缠都和普朗克常数无关。对这些问
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题最流行的解答是以波包塌缩假说为核心的哥本哈根理论 j。

哥本哈根理论直接了当地认定我们生活的宏观世界就是经典的，这里观察不
到任何量子现象。当宏观测量仪器和被测量的量子体系相互作用时，仪器和
量子系统的相互作用会导致波包塌缩。波包塌缩则会很自然地消除宏观和
微观混合系统中的线性叠加（或干涉）和纠缠。这可以从公式 U3XkjV 清楚
看到：它左边是一个线性叠加量子态，描述了鲍勃（宏观）和自旋（微观）
间的纠缠；它右边则只有一个分量，没有叠加，而且是一个直积态，没有纠缠。

哥本哈根理论的优点是简单、直接，和现在观察到的实验现象完全吻合；它
的缺点是含糊不清和粗暴。为什么宏观物体是经典？哥本哈根理论没有任
何解释，只有一个武断和粗暴的声明。哥本哈根理论并没有给出宏观系统
和微观系统的具体界线。一个铜原子是微观系统，我们要用量子力学来描
述它的微观运动。两个铜原子也是微观的，我们要用量子力学。描述十个铜
原子，我们还是要用量子力学。那么一千个铜原子呢？一万个铜原子呢？答
案变得不再清晰：它们是宏观还是微观，用量子力学描述还是经典力学描
述？但对于一个由大约 1023 个铜原子组成的小铜球，我们又再一次有了个
清晰的答案：如果把铜球扔出去，我们可以用经典力学来精确描述铜球的
飞行轨迹。在需要用量子力学描述的单个铜原子和一个用经典力学描述的
铜球之间，我们完全不清楚应该把量子和经典的界线划在哪里。这就是哥
本哈根理论的内伤，这个内伤其实比上面描述的还要严重。尽管小铜球按
照任何标准看都应该是一个宏观物体，但并不是它的所有性质都可以用经
典力学来理解。凝聚态物理学家会告诉你，如果你想描述和解释小铜球的
导电性，你还是要用量子力学。凝聚态物理是一门解释材料性质的物理学
科，比如为什么有些材料会导电有些材料不会导电的，有些材料很硬有些材
料很脆。为什么要用量子力学才来解释铜球的导电性？因为电子质量很轻
以至于它的费米温度远远高于室温。什么是费米温度？为什么只需要考虑
电子而不需要考虑铜原子核？如果你对这些问题感兴趣，请参考凝聚态物

j哥本哈根理论其实是一个完整的量子力学理论框架，它的具体内容包括我们在第五章介
绍的量子力学的基本原则。其中绝大部分内容没有任何争议，我们这里只讨论它有争议的部
分：（R）经典世界和量子世界的区分；（k）波包塌缩。
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理方面的书籍，回答这些问题超越了本书的范围。我推荐黄昆的《固体物理》。

哥本哈根理论的另外一部分，波包塌缩假说，同样粗暴和含糊不清：波包塌
缩的过程不但无法用数学描述，而且它还会导致逻辑上的矛盾。对于后者我
们在前面有详细分析。

一直以来就有人质疑模糊不清和粗暴的哥本哈根理论，并提出了自己的理
论。现在介绍多世界理论，我认为这是迄今为止最好的最自洽的对量子力学
的诠释。多世界理论同样能自然地解释为什么宏观物体不会有叠加态和纠缠。

RN8e 年艾夫雷特在他的博士论文里提出了量子力学的多世
界理论，彻底消除了哥本哈根理论的两个缺陷：（R）内在
逻辑的不自洽；（k）模糊的量子@经典界线。艾夫雷特是一个
悲剧性的英雄。他 RN8j 年毕业于一个没有名气的大学，专
业是化学工程。艾夫雷特随后来到普林斯顿大学攻读博士
学位，他一开始的专业是数学，后来兴趣转到物理，师从著
名物理学家惠勒（CQ?M �`+?B#�H/ q?22H2` ，RNRR @ kyy3）。

艾夫雷特

（RNjy@RN3k）

他在 RN8e 年完成了博士论文，题目是《普适波函数理论》（h?2 h?2Q`v Q7
i?2 lMBp2`b�H q�p2 6mM+iBQM）。以后他再也没有发表过物理学方面的论文。

艾夫雷特在他的博士论文里提出了多世界理论。虽然他的导师惠勒非常欣赏
并积极推荐，艾夫雷特的成果并没有很快得到承认。他在 RN8d 年在普林斯
顿进行了博士论文答辩后就离开了物理学界，在美国国防部从事技术工作，
后来创办过几个公司。RN8N 年在导师惠勒的帮助下，艾夫雷特访问了哥本
哈根，当面向玻尔解释了自己的理论。这时候的玻尔已经完全不能接受年轻
人的新思想，艾夫雷特的理论被玻尔和他的门徒当作 ǳ邪派异说Ǵ。但是有价
值的理论总是有着顽强的生命力。在二十世纪七十年代，物理学家德·威特
（"`v+2 .2qBii- RNkj @ kyy9）重新向物理学界介绍了艾夫雷特的理论，并把
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它称为多世界理论9。现在多世界理论正被越来越多的物理学家接受，甚至出
现在科幻小说里。艾夫雷特由于不注意自己的健康，8R岁时死于心脏病发作。

艾夫雷特的博士论文很长，有 Ryy 多页，而且充满了数学公式。艾夫雷特用
这些数学公式来严格论证自己的理论和已有的量子力学理论框架（波包塌缩
除外）是一致的，同时指出量子力学完全可以自成一体并和我们的日常经验
一致。艾夫雷特的博士论文中没有用纠缠（2Mi�M;H2K2Mi）这个词，但他的论
文里到处都是纠缠的概念，他把纠缠叫做正则关联（+�MQMB+�H +Q``2H�iBQM）。
我们现在以薛定谔猫为例来简单介绍艾夫雷特的多世界理论。

考虑一个和外界完全隔绝的实验室，里面有一个聪明的会做施特恩@格拉赫
实验的猫，另外检测屏下方有一个机关和一瓶毒气（参见图3Xj）。如果银原
子飞到屏幕下方就会触发机关并释放出瓶中的毒气。猫从粒子源释放一个处
于自旋态 |f⟩ = (|u⟩+ |d⟩)/

√
2的银原子。在这个银原子碰到检测屏之前，实

验室的状态可以用下面这个量子态描述

|Φ0⟩ =
1√
2
(|u⟩+ |d⟩)⊗ |HBp2 +�i⟩ U3Xk9V

当银原子碰到检测屏，可能会有两个结果：如果银原子飞到检查屏上方，没
有额外的事情会发生，猫仍然是活的；如果银原子飞到检查屏下方，它会触
发机关释放出毒气，猫被毒死。按照艾夫雷特的理论，这时候银原子和猫发
生了纠缠，实验室的状态变成了

|Φ1⟩ =
1√
2

(
|u⟩ ⊗ |HBp2 +�i⟩+ |d⟩)⊗ |/2�/ +�i⟩

)
U3Xk8V

这个波函数的两个分量代表了两个平行的世界：一个世界里猫还活着；另一
个世界里猫已经死了（参加图3Xj）。这两个世界同样真实，并行存在。但一定
要注意，图3Xj下方描绘的是同一个系统——实验室——的两个状态；并不是
一只活猫分身变成了两只猫：一只活的、一只死的。就像 |f⟩ = (|u⟩+|d⟩)/

√
2

描述的是一个银原子具有两个状态：一个自旋向上、一个自旋向下；而不是
两个银原子。

9注意：艾夫雷特本人并没有把他的理论叫作多世界理论
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图 3Xj, 薛定谔猫的多世界理论。聪明的猫在做施特恩@格拉赫实验：如果银
原子飞向下方，它会触发一个机关打破装有毒气的瓶子。实验结束后会出
现两个世界：一个世界里猫是活的；另一个世界里猫是死的。注意，这里至
始至终只有一只猫：实验前猫只有一个状态——活；实验后猫有了两个状态
——活和死。

多世界理论认为测量是一个在测量者和量子系统间产生纠缠的过程；而且纠
缠波函数的每个分量都是真实存在的。公式 U3Xk8V 里的波函数表示猫和自
旋之间发生了纠缠；它的两个分量各代表一个实实在在的世界：一个世界里
猫是活的；另一个世界里猫是死的。

图3Xk中的思想实验揭示了波包塌缩假说不能自洽地处理有两个观测者的情
况。让我们从多世界理论的角度重新审视这个思想实验，我们将会发现多世
界理论不会导致逻辑上的矛盾。对于这个实验，初始时刻系统的状态是

|Ψ0⟩ =
1√
2
(|u⟩+ |d⟩)⊗ |B0⟩ ⊗ |A0⟩ U3XkeV
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这里 |A0⟩ 和 |B0⟩ 分别表示实验员爱丽丝和鲍勃的初始状态：由于银原子还
没有飞到检测屏，他们都对结果一无所知。鲍勃完成实验后，系统变成了

|Ψ1⟩ =
1√
2

[
|u⟩ ⊗ |Bu⟩+ |d⟩ ⊗ |Bd⟩

]
⊗ |A0⟩ U3XkdV

类似于薛定谔猫和银原子发生了纠缠，在这里鲍勃和银原子发生了纠缠。
|Bu⟩ 表示鲍勃看到了银原子飞到上方；|Bd⟩ 表示鲍勃看到了银原子飞到下
方。一天后，实验员爱丽丝打开实验室的门，她看到了实验结果于是和银原
子和鲍勃发生纠缠，系统状态变成

|Ψ2⟩ =
1√
2

[
|u⟩ ⊗ |Bu⟩ ⊗ |Au⟩+ |d⟩ ⊗ |Bd⟩ ⊗ |Ad⟩

]
U3Xk3V

这里 |Au⟩ 和 |Ad⟩ 分别表示爱丽丝的两个状态：看到 ǳ上Ǵ 的爱丽丝和看到
ǳ下Ǵ 的爱丽丝。

前面我们已经指出，用波包塌缩理论来解释这个实验会导致逻辑上的矛盾。
很显然，艾夫雷特的多世界理论不会导致任何矛盾。爱丽丝和鲍勃都认为鲍
勃是在一天前记录测量结果的。在爱丽丝打开门以前，有两个平行世界：一
个世界里鲍勃记录了 ǳ上Ǵc 另一个世界里鲍勃记录了 ǳ下Ǵ。爱丽丝同时生活
在这两个世界里，只是她的状态在这两个世界里是一样的。打开门之后，依
然是两个世界，但是爱丽丝在这两个世界里的状态不一样了：一个世界里她
看到鲍勃记录本上写着 ǳ上Ǵ；另一个世界里她看到鲍勃记录本上写着 ǳ下Ǵ。
艾夫雷特的多世界理论不会导致逻辑上的矛盾。迄今为止没有人能设计出一
个实验，在那里多世界理论会导致矛盾的结果。

在艾夫雷特的理论里自然界不再有量子世界和经典世界的区分，所有的系统
都是量子的：银原子是量子的，检测屏是量子的，猫是量子的，实验员也是
量子的。无论多大多小，不同系统之间都可以发生纠缠，任何系统都可以处
于叠加态。不同的叠加态只是不同的平行世界。

在第六章，我们曾详细讨论了图eX9左边的波函数。这些波函数弥散在整个盒
子空间，表明小球可以同时在盒子的左边和右边。但是日场生活中，我们从
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来没有看到足球会同时出现在左半场和右半场。为什么？波包塌缩提供了一
个直接了当的解释，足球是宏观的经典物体，不会有量子效应。这个粗暴的
解释实在难以令人信服。多世界理论的解释显然更 ǳ委婉Ǵ 和更合理。按照
多世界理论，足球也是量子的，整个世界也是量子的。所有存在以下这样的
量子态

|Ψ0
lMBp⟩ =

1√
2
(|G⟩+ |_⟩)⊗ |Ψ1Mp⟩ U3XkNV

其中 |G⟩ 描述在左半场的足球，|_⟩ 描述在右半场的足球，而 |Ψ1Mp⟩ 描述足
球之外的所有其它物体。上面这个波函数表示足球同时在左半场和右半场，
但是其它物体没有感觉到任何区别。这样量子态即使想方设法制备出来了也
只能维持很短很短的时间。足球在左边和右边有很大的区别。如果甲队的球
门在左边，球在左边时，甲队肯定感到防守压力大；球在右边时，甲队肯定
感到防守压力小多了。压力大、压力小显然是两个不同的状态。即使没有人，
球场上的草坪也会感觉到区别：球在左边时，左边的某些草会被压弯；球在
右边时，右边的某些草会被压弯。无论怎样，由于足球很大，足球出现在空
间不同点，环境很快会感觉到不同，从而发生纠缠，于是上面的波函数会在
极短的时间内变成

|ΨlMBp⟩ =
1√
2
(|G⟩ ⊗ |Ψ1Mp,G⟩+ |_⟩ ⊗ |Ψ1Mp,_⟩) U3XjyV

世界随即一分为二：一个世界里我们看到足球在左边；另一个世界里我们看
到足球在右边。足球确实同时在左边和右边，但你感觉不到。氢原子里的电
子，由于局限在空间很小的范围内，和足球的命运非常不一样。假设氢原子
处于基态，那么整个系统的波函数可以写成

|Φ0
lMBp⟩ = |φs⟩ ⊗ |Φ1Mp⟩ U3XjRV

其中 |φs⟩ 是氢原子基态波函数，|Ψ1Mp⟩ 描述氢原子之外的所有其它物体。
根据图eX8，波函数 |φs⟩ 弥散在空间：电子可以同时存在于质子的各个方向。
但是由于 |φs⟩ 弥散在一个很小的空间范围（半径大约只有 0.53× 10−10 米），
电子无论在质子左边还是右边，都不会对其它物体带来不同的影响。或者等
价地，我们可以说环境中几乎没有任何东西能感觉电子在左边或右边的区
别。比如，我们把一束可见光打到这个氢原子上。由于可见光的波长是几百
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纳米，远远大于 0.53× 10−10 米，它完全无法区分电子的位置。当然，可见
光可能激发这个氢原子，将它激发到 p 轨道。如果激发了，环境中少了一个
光子，发生了变化，所以这时整个波函数会变成

|ΦlMBp⟩ = c1 |φs⟩ ⊗ |Φ1Mp, s⟩+ c2 |φp⟩ ⊗ |Φ1Mp, p⟩ U3XjkV

其中 |c2|2 是激发的几率，|φp⟩是氢原子 p轨道波函数。世界也一分为二：一
个世界里氢原子处于基态；一个世界里氢原子处于激发态。但是无论哪个世
界，你都不知道氢原子中电子的具体位置，因为无论波函数 |φs⟩ 还是 |φp⟩
都是弥散在空间的（见图eX8）。事实上，如何确定氢原子中电子的具体位置
目前是物理学界的一个前沿课题。

按照艾夫雷特的理论，你是可以同时在办公室上班和家里休息的。你只需要
在办公室里做一个施特恩@格拉赫实验：如果银原子向上飞，你就留着办公
室工作；如果银原子向下飞，你就回家休息。实验结束后，你就可以同时在
办公室上班和家里休息了。只不过它们发生在不同的世界里，没有任何人会
感觉到，包括你自己。

现在很清楚了，宏观世界其实也有叠加和纠缠态，但我们感觉不到。我们只
能感觉到一个平行世界，在一个平行世界，没有叠加和纠缠态。比如，公式
U3Xk3V 中的第一分量代表一个平行世界，这个量子态没有叠加而且是一个直
积态。德·威特曾经写信问艾夫雷特，ǳ为什么我感觉不到平行世界？Ǵ，艾
夫雷特回答到，ǳ你能感觉到地球自转吗？Ǵ。德·威特于是放弃了自己对多
世界理论的最后一点保留意见，成了多世界理论的最大支持者和推动者。

日常生活中没有单个的电子或自旋，所以大家比较容易接受一个电子可以同
时从两条缝穿过，一个自旋可以同时向上和向下。这和大多数人对鬼神的认
知心理类似：日常生活中没有鬼神，所以无论神话故事里鬼神的能力和行为
是多么不可思议，很多人会半信半疑地接受这些鬼神的存在。但是你说一只
普通的猫可以同时是活的和死的，这怎么可能？我们对猫太熟悉了：活猫和
死猫一定是两只不同的猫，同一只猫要不是活的要不是死的，不可能同时活
和死。如果这是你觉得多世界理论难以接受的理由，那么这个理由其实是心
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理的，不是基于逻辑和科学。

波包塌缩假说是一个味如嚼蜡的理论。多世界理论则让人遐想和深思：另一
个平行世界里的我在干什么？活猫和死猫是同一只猫的两个状态，但死活这
两个状态处于同一个时空吗？时空是否可以叠加？可以预见多世界理论会引
导物理学家对量子和时空进行更深刻的思考和研究，并最终彻底解决关于量
子测量及相关问题的争论，甚至能最终统一量子理论和引力。

多世界理论很自然地兼容了人的自由意志和物理规律的决定性。在第三章，
我们介绍了经典力学和量子力学的一个本质区别。在经典力学里，一旦初始
条件给定，粒子今后的运动就完全确定了；在量子力学中，测量结果是随机
的，一个量子粒子在运动过程中总是不可避免地和外界相互作用，被测量，
所以一个量子粒子未来是不确定的。由于组成自然世界的微观粒子是由量子
力学描述的，我们可以很自然地推广这种不确定性，认为我们每个人和社会
的未来是不确定的。微观世界的某个随机事件可能随时改变你我他此刻的想
法和行动，从而影响未来的发展。这等价于说，我们每个人有自由意志。但
是某个物理学家可能会这样反驳你。薛定谔方程其实也是决定性的：一旦初
始波函数给定，未来波函数如何演化是完全确定的，随机只是发生在测量的
时候。所以，如果整个宇宙是由一个巨大的波函数描述，那么这个宇宙的波
函数就会按照薛定谔方程8确定地演化下去；宇宙的未来是完全确定了的因
为宇宙以外没有人和其它物体，不会有人或其它物体来观测宇宙。多世界理
论很好地解决了这个困难：虽然整个宇宙波函数是按确定的方式演化，但它
包含无穷多个平行的世界，每个人只能感受到一个平行世界，而且不能控制
自己去哪个平行世界。多世界理论允许在决定性演化的宇宙中每个人都有自
由意志。

艾夫雷特的多世界理论已经获得了许多著名物理学家的支持，比如惠勒和德·
威特。当然也遭到了很多著名物理学家的反对，比如贝尔。总体情况是，支
持者越来越多，一开始支持哥本哈根理论的人会改变想法转而支持多世界理

8事实上是按照量子场论里的方程来演化，我们用薛定谔方程只是为了叙述的方便。
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3XjX 多世界理论和薛定谔猫 吴飙

论，但多世界理论的支持者却绝不会放弃多世界理论转而支持哥本哈根理
论。这是一条单行道。

无论是波包塌缩假说还是多世界理论都涉及了测量对量子系统的影响。按照
波包塌缩假说，测量会让量子系统塌缩到某个本征态上；按照多世界理论，
测量仪器则会和量子系统发生纠缠。这种影响和前面讨论的海森堡不确定性
关系有联系吗？没有。因为海森堡不确定性涉及两种不同的测量；而这里的
影响在单种测量里也存在。

我认为艾夫雷特是第一个完全而彻底摆脱经典物理桎梏的物理学家。第二章
讲述了普朗克、爱因斯坦、玻尔、海森堡、薛定谔等物理学家划时代地创立
量子力学的英雄事迹。从 RNyy年到 RNke年，他们在冰冷而确凿的实验数据
的推动下，利用自己非凡的才能，突破了一个又一个经典物理概念的束缚，
创立了颠覆经典物理的量子力学。RNke年以后，物理学家一方面继续发展量
子理论，另一方面开始深入思考量子力学的含义以及它和宏观世界的关系。
前者的代表性成就是粒子物理和凝聚态物理；后者的代表则是爱因斯坦和玻
尔关于量子力学的论战，以及关于量子测量的各种争论。在这些论战和争论
中，几乎所有的物理学家都不能完全突破经典物理的桎梏，他们的观点无论
有多不同，却有一个共同点：他们都认为为了在逻辑上自洽地构造一个量子
理论，经典力学是不可或缺的。以爱因斯坦为代表的物理学家认为量子力学
只是某个经典隐变量理论的近似。以玻尔和海森堡为代表的哥本哈根学派则
认为，测量仪器必须是经典的。冯·诺依曼和维格纳甚至更进一步，他们认
为人的意识在测量中扮演了决定性的作用。维格纳提的那个思想实验的原意
并不是为了批评哥本哈根理论- 而是为了说明意识在测量中的重要性。德·
布罗意则发展一套导波（TBHQi r�p2）理论，这个理论被玻姆（.�pB/ "Q?K，
RNRd @ RNNk）等发展成玻姆力学（"Q?KB�M K2+?�MB+b）- 这个理论试图以
经典物理的方式重新解释量子力学。最后，艾夫雷特勇敢地站了出来，他在
他博士论文中宣布，量子力学本身就是一个自洽的理论，完全不需要经典力
学。需要解释的不是量子力学，而是经典力学。利用量子力学，我们完全可
以解释为什么宏观世界里没有态叠加和纠缠等量子现象。艾夫雷特是一个勇
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吴飙 3X 量子测量

敢的思考者，他在人类历史上首次完全跳出了经典物理的框架，会被历史永
远铭记！

3X9 费曼的疏忽

在第六章我们讨论了电子的双缝干涉。在实验中，电子束经过双缝的衍射最
后到达检测屏形成干涉条纹。包括爱因斯坦在内的很多著名的物理学家都深
刻思考过双缝干涉实验，因为这个简单的实验揭示了量子力学神秘的态叠加
原理：单个粒子可以像波一样同时处于两个不同的位置。在这里我们讨论如
何通过量子测量来让干涉消失，这些讨论将进一步帮助我们深入理解量子测
量。

费曼（_B+?�`/ S?BHHBTb 62vMK�M- RNR3 @ RN33）在他著名的《费曼物理讲义》
第一卷讨论了如何让双缝干涉消失。我们先回顾一下费曼的精彩讨论。费曼
对双缝干涉实验进行了一个小的改动：在双缝板后面放一个光源（见图3X9）。
光源会持续发出光子，当有电子从旁边经过时，光子和电子发生散射。在实
验上可以探测光子和电子间的散射，判断散射是在什么地方发生的。所以利
用这个光源，我们可以确定电子究竟是从缝 s1 穿过还是从缝 s2 穿过。当然
实验必须做得非常小心，应该尽量减小散射对电子动量的改变，这在原则上
是可以做到的，我们把这些细节留给实验物理学家处理。在下面的讨论中，
我们简单认为光源的唯一的作用就是告诉我们电子从哪个缝穿过，除此以外
没有任何其他影响。

图 3X9, 费曼的双缝干涉实验。双缝板后的灯泡示意地表示一个光源，它可
以分辨电子是从哪个缝经过的，这会导致干涉现象的消失。
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3X9X 费曼的疏忽 吴飙

为了简单，我们减小电子束的强度以保证每次只有一个电子穿过双缝板，并
且只关注 d5 探测到的电子（参考图eX3）。每当在 d5 探测到一个电子时，由
于光源的存在，我们就可以知道电子是从哪条缝传过来的。这样我们就可以
将 d5 探测到的电子分为甲乙两组：甲组的电子是从缝 s1 穿过的，乙组的电
子是从缝 s2 穿过的。如果所有探测器总共探测到 N 个电子，那么在甲组里
大约会有 N |a5|2 电子，在乙组里大约会有 N |b5|2 电子。由于对称，a5 = b5，
这样 d5 上探测的电子数大约是 2N |a5|2。如果没有光源，按照第六章的讨
论，d5 上探测的电子数大约是 4N |a5|2。当我们有能力确定电子从哪条缝穿
过时，干涉效应神奇地消失了。

费曼继续精彩而生动地讨论了干涉消失的原因，他的结论是光源的光子对电
子造成了不可忽略的扰动，这个扰动导致了干涉效应的消失。费曼认为光子
和电子碰撞时对电子动量的扰动会影响干涉，这个扰动的大小大致是光子的
动量 h̄k （k = 2π/λ）。为了减小这个影响，我们必须用波长 λ 很长的光
子。但是如果波长 λ 很长以至于大于两条缝间的距离，这时光子将无法分
辨电子是从哪条缝通过的，干涉效应将不会消失。费曼最后的结论是，ǳ有
效Ǵ 的测量带来的扰动会导致干涉效应消失；如果测量太 ǳ温柔Ǵ，测量带来
扰动则太小，不会影响干涉效应。费曼的这个分析很容易让人想起海森堡对
图3XR的分析，两个分析在物理上确实是等价的。费曼的分析相当误导人，他
的分析似乎表明，为了消除干涉效应我们必须有效扰动电子的动量。事实不
是这样。下面我们讨论另外一个改造过的双缝干涉实验，在这个实验里我们
完全没有扰动粒子的动量，但干涉效应依然消失了。

我们对双缝干涉实验的关键改造是嵌入施特恩@格拉赫的非均匀磁场（见
图3X8V。另外，为了避免洛伦兹力，将电子换成不带电荷的中子。中子束中
每个中子的自旋态都是 |f⟩ = (|u⟩ + |d⟩)/

√
2。中子流在经过非均匀磁场后

会分为上下两束，我们适当调整双缝板的位置和双缝间的距离，使这两束中
子正好分别通过双缝。还会有干涉条纹吗？答案是，没有。我们来看看为什么。
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吴飙 3X 量子测量

图 3X8, 施特恩@格拉赫双缝干涉实验。处于给定自旋态的中子束经过非均匀
磁场后分为两束，它们分别经过双缝板的两条缝。虽然每个中子从哪条缝通
过依然不确定，干涉现象还是消失了。用中子替换前面的电子是为了避免洛
伦兹力。没有磁场时，中子束和电子束一样也会发生双缝干涉，在屏幕上产
生干涉条纹。

从中子源到双缝板，这个演化可以描述成

|ψ0⟩ ⊗
1√
2
(|u⟩+ |d⟩) −→ |ψ1⟩ ⊗ |u⟩+ |ψ2⟩ ⊗ |d⟩ U3XjjV

这里的 |ψ0⟩ , |ψ1⟩ , |ψ2⟩ 和公式 UeXje-eXjd-eXj3V 里的波函数类似，分别表示
双缝前的中子的波函数和达到双缝时中子的波函数。箭头右侧的这个式子反
映的是这样的事实：通过缝 s1 的中子自旋向上而通过缝 s2 的中子自旋向
下。也就是说，中子的空间位置和它的自旋纠缠起来了。第六章的双缝干涉
里没有这种纠缠（见图eX3）。这是最关键的区别。双缝以后的演化和前述双
缝干涉类似，我们直接写下到达探测器时的波函数

|ψ1⟩ ⊗ |u⟩+ |ψ2⟩ ⊗ |d⟩ −→
9∑

j=1

[
aj |dj⟩ ⊗ |u⟩+ bj |dj⟩ ⊗ |d⟩

]
U3Xj9V

在探测器 dj 处的几率是

(⟨u| a∗j + ⟨d| b∗j )(aj |u⟩+ bj |d⟩)

= |aj |2 + |bj |2 + a∗jbj ⟨u|d⟩+ ajb
∗
j ⟨d|u⟩ = |aj |2 + |bj |2 U3Xj8V

由于自旋态的正交，⟨u|d⟩ = ⟨d|u⟩ = 0，干涉项 a∗jbj 和 ajb∗j 消失了。所以，
和图eX3中的双缝干涉实验不一样，在嵌入施特恩@格拉赫磁场的双缝干涉实
验里，我们观测不到干涉条纹。
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在这个干涉实验里，我们并没有去测量单个中子的位置，所以完全没有扰动
中子的动量，但是干涉条纹还是消失了。难道伟大的费曼错了吗？因为他的
讨论不是定量的，严格讲，不能说费曼错了。但我们可以肯定地说费曼的分
析没有抓住问题的实质。费曼疏忽了。我认为费曼的疏忽体现在两个层次。
首先，技术上，费曼的分析是有漏洞的：为了分辨中子从哪条缝通过，我们
可以不扰动它的动量。比如，我们可以进一步改进图3X8）中的干涉实验，增
加探测器功能，让它们能探测中子沿 z 方向的自旋。如果探测到自旋向上，
中子就是从缝 s1 穿过来的；如果探测到自旋向下，中子就是从缝 s2 穿过
来的。这样，我们在没有扰动中子动量的情况下探测到了中子是从哪条缝通
过的。费曼显然没有注意到这种可能。据我了解，以前似乎没有人结合施特
恩@格拉赫磁场来讨论双缝干涉实验。但类似的实验并不难构造。例如，用光
可以完成类似的双缝干涉实验。用特殊的晶体比如方解石将一束激光分为两
束：一束水平偏振，一束垂直偏振（参见图RyXR），然后让它们分别经过双缝
板的两条缝。干涉条纹同样会消失。费曼有些疏忽了，没有看到这种可能。
其次，在概念方面，费曼对测量的理解太狭窄了，他没有看出测量和纠缠间
的密切关系。

量子测量的本质是测量仪器和被测物体之间的量子纠缠，是一个很自然的物
理过程。它不一定需要人的参与，测量仪器也不一定是宏观的。我们用前面
的双缝干涉实验来具体阐述这些观点。

在施特恩@格拉赫双缝实验中，中子在穿过双缝板时，它的空间自由度和自
旋自由度之间发生了纠缠。这个纠缠态由以下公式描述

|ψ1⟩ ⊗ |u⟩+ |ψ2⟩ ⊗ |d⟩ U3XjeV

即公式 U3XjjV 的右侧。这个纠缠实质上是一个量子测量：被观测的是中子的
位置，测量仪器是中子的自旋。在这个测量过程中，向上飞行的中子被贴上
了一个标签 |u⟩- 自旋向上；而向下飞行的中子被贴上了另一个标签 |d⟩- 自
旋向下。由于这个 ǳ测量Ǵ，干涉条纹消失了。需要强调的是，在这个量子测
量里，测量仪器是中子的自旋，从任何角度看也不是宏观和经典的；同时也
不需要实验员去做任何记录。
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最后让我们从纠缠的角度来看一下费曼的双缝干涉实验。费曼已经解释了，
在他的双缝干涉实验里，存在一个测量过程：通过光被电子的散射，我们可
以知道电子从哪个缝穿过。这个测量最后导致了干涉效应的消失。这个测量
实质是电子和被散射光子的纠缠。如果我们用 |iQT T?QiQM⟩表示被上方电子
散射的光子，|#QiiQK T?QiQM⟩ 表示被下方电子散射的光子，电子和光子的
纠缠态可以写成

|ψ1⟩ ⊗ |iQT T?QiQM⟩+ |ψ2⟩ ⊗ |#QiiQK T?QiQM⟩ U3XjdV

这个纠缠态刻画了费曼说的测量，会导致干涉的消失。如果光子的波长 λ太
长，这时光子将无法分辨电子从哪条缝通过，上面的公式应该改为

(|ψ1⟩+ |ψ2⟩)⊗ |T?QiQM⟩ U3Xj3V

这是一个直积态，电子和光子的空间位置没有发生纠缠。测量无效，干涉条
纹不会消失。

总之，量子测量的本质是纠缠。测量仪器可以是微观的，测量过程中完全可
以没有任何能被人识别的测量记录。这和波包塌缩假说形成鲜明的对比。在
波包塌缩假说里，测量仪器一定是宏观的，测量结果一定有宏观记录。这些
都是不必要的。在前面的讨论中，我们看到中子的自旋不但可以担当测量仪
器的角色而且它对测量结果的记录是微观的，不能被人识别。

基于这个认识，回顾一下施特恩@格拉赫实验（图8XR）会非常有趣。施特恩@格
拉赫实验是在测银原子的自旋，这个测量也是通过纠缠完成的，而且这个纠
缠和图3X8）中双缝干涉实验是一样的，即

|ψ1⟩ ⊗ |u⟩+ |ψ2⟩ ⊗ |d⟩ U3XjNV

不同之处在于空间和自旋的地位调换了一下：被测的是自旋，而标签是空间
位置。自旋向上态 |u⟩ 的标签是 |ψ1⟩- 它代表向上飞行的银原子，最后被记
录为检查屏上方的斑点；自旋向上态 |d⟩ 的标签是 |ψ2⟩- 它代表向下飞行的
银原子，最后被记录为检查屏下方的斑点。

R83



第九章 量子计算

量子计算机最早是由理论物理学家和数学家在上世纪八十年代初期提出的。
美国物理学家保罗·贝尼亚夫（S�mH �X "2MBQz- RNjy @ VRN3y 年在一篇论
文里描述了如何用量子系统来实现经典计算机。前苏联数学家尤里·曼宁
（um`B Ap�MQpBi+? J�MBM，RNjd @）在 RN3y 年出版了一本书《可计算和不可
计算》R，在书里曼宁指出用经典计算机来计算量子力学问题存在本质的困
难（见第NX8节）。在 RN3R 年，大名鼎鼎的物理学家费曼独立地提出了这个
观点，并建议用量子计算机来解决量子力学问题。RN38 年，大卫·多亦基
（.�pB/ 1HB2b2` .2mib+?- RN8j @ ）提出了第一个普适的但抽象的量子计算机
模型。量子图灵计算机。他们的想法在相当长的一段时间内并没有引起广泛
关注，只有很少的人开展了一些跟进的研究。

RNN9年出现了一个里程碑式的突破。美国物理学家彼得·肖（S2i2` qBHHBbiQM
a?Q`- RN8N @ ）发现相对于经典计算机，量子计算机可以大幅度提高整数因
子分解的速度。按照专业术语，整数因子分解的量子算法比相应的经典算法
有一个指数加快（详细解释请见第NX9节）。肖的这个量子算法立刻引起了轰
动，并极大促进了量子计算的发展。整数因子分解这个看似简单的数学问题
在计算机科学里却是一个很难的问题：对于一个很大的整数，特别是那种由
两个很大的质数相乘得到的整数，经典计算机需要花指数长时间才能把它的
质数因子找出来。基于这个事实，密码学家设计了一套密码协议，现在广泛
用于各种商业活动中，比如信用卡交易（详细的介绍请见第十章）。肖的算
法表明，如果有一台量子计算机，我们就可以轻松破译这套密码系统，获取
商业机密。肖的算法突破了人们对量子计算机的预期。当曼宁和费曼等人提
出量子计算机时，他们只是希望量子计算机能够帮助科学家解决一些量子力
学里的问题。肖的算法向人们展示了，除了量子力学问题，量子计算机还能

R似乎只有俄文版，所以笔者没有读书的原文，这里关于这本书的介绍是二手信息。
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更快速地解决熟知的数学问题，并且让人们清楚地看到了量子计算机的实际
应用前景。在这个发展的推动下，物理学家终于开始认真思考如何建造实实
在在的量子计算机，而不只是进行理论上的讨论。很快在 RNN8年，物理学家
在实验室里利用囚禁的离子实现了世界上第一个量子逻辑门。随后物理学家
提出了很多很多建造量子计算机的方案，并建造了不超过 Ryy个量子比特的
非常初级的量子计算机。有一个叫 .@q�p2的公司声称已经造出了有几百个
量子比特的量子计算机，但还没有被科学界广泛认可。对这些发展的细节有
兴趣的读者可以参考维基百科上的词条 ǳhBK2HBM2 Q7 [m�MimK +QKTmiBM;Ǵ。

经过近四十年的发展，量子计算已经从一个只有极少数科学家关注的领域发
展成为当前物理学界最热门的研究方向。不但受到了各国政府的高度重视而
且也得到了许多商业公司的青睐。美国等世界强国相继宣布了各自在量子信
息领域的宏大计划。谷歌、A"J、微软等跨国公司投入了大量的人力和物力
研发量子计算机，现在中国的一些公司也加入了竞争队伍。量子计算机也因
此经常出现在大众媒体报道里。紧随纳米、石墨烯，量子这个物理名词已经
成为流行词。

但我认为，量子计算领域还有很多复杂和艰难的技术问题需要解决，实用的
通用量子计算机离我们至少还有 8y 年。在下面的具体介绍中，我们试图简
要地回答三个问题：量子计算机是如何工作的？它到底能比经典计算机强大
多少？为什么建造量子计算机那么难？在介绍量子计算机之前，我们先回顾
一下经典计算机的基本框架，并简要解释一下为什么经典计算机在处理量子
力学问题时有先天的不足。

NXR 经典计算机

NXRXR 基本框架

在日常生活中我们主要使用十进制来表达数字。为了抗噪声和少出错，数字
计算机使用二进制，用电子器件的开和关两个状态来表达二进制里的 y 和 R
这两个数字。利用下面这个公式我们可以找到任意一个实数 x 的二进制表
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NXRX 经典计算机 吴飙

示 ǳ· · ·xnxn−1 · · ·x2x1x0 . x−1x−2 · · · Ǵ，

x =
∞∑

j=−∞
xj2

j UNXRV

其中 xj 只能是 y 或 R。例如，8 的二进制表示是 RyR；R8 的二进制表示是
RRRR；9X8 的二进制表示是 RyyXR。复数可以看作是由两个实数组成，所以它
也可以用二进制表达。这表明世界上所有的数都可以用 y和 R两个数字表达。

计算机上存储一个数字的单位是比特，它只有 y 或 R 两个状态。如果你的
计算机有 k:" 内存，这大致相当于有 Rey 亿个比特。这些比特记录着计算
机屏幕上显示的图像和计算机正在播放的声音，再加上很多你看不到听不到
的信息。在接到你输入的和运行程序发出的指令后，计算机会根据这些指令
对这些比特进行一系列逻辑门操作，改变这些比特的状态，比如将某些比特
从 R 变成 y，某些比特从 y 变成 R，而另外一些比特则保持状态不变。这些
比特状态的变化或体现为屏幕上图像的变化，或声音的变化，或其他一些你
无法感知的变化。

在数学课上我们学过很多关于数的操作，比如大家熟知的加减乘除，前面讨
论过的和矩阵相关的计算，以及微分积分等。种类繁复，难易不同。但科学
家们发现所有这些计算都可以用一些简单的逻辑门组合操作完成。图 UNXRV
展示了几个基本逻辑门。第一个逻辑门叫非门，它的功能很简单，就是翻转
输入的状态：如果输入是 R，输出就是 y；如果输入是 y，输出就是 R。其他
逻辑门的功能见下面这个表格

与门 与非门 或门 异或门

输入 输出 输入 输出 输入 输出 输入 输出

y y y y y R y y y y y y
y R y y R R y R R y R R
R y y R y R R y R R y R
R R R R R y R R R R R y

我们日常生活中使用的电脑是上面这些简单而抽象的数学概念的物理实现：
储存器记录着许许多多的 R 和 y，芯片上则刻蚀着上亿的逻辑门，它们在程

ReR



吴飙 NX 量子计算

图 NXR, 经典计算机里的基本逻辑门。从左到右依次是非门、与门、或门、与
非门和异或门。

序和指令的控制下对储存器上的 R和 y进行操作。电脑上的其它设备则是让
你输入指令或输出和展示信息的。这个现在随处可见的电子设备其实展示了
一个深刻而神奇的事实：颜色、声音、符号以及它们无法穷尽的组合都可以
用 R 和 y 记录下来；这些 R 和 y 在各种逻辑门的组合操作下又可以进一步
演绎出精彩的电影、优美的音乐、深刻的数学定理和令人惊叹的自然规律。

计算机的强大功能都要通过编写程序来实现的。经过几十年的发展，人们现
在都先用高级编程语言编写程序，然后再通过编译器把程序转化成机器能理
解的逻辑门操作。为了和后面的量子计算机比较，我们在这里直接用逻辑门
编写一个程序，计算两个二进制个位数 x1、x2 的和。我们需要两个比特用
作输入，另加两个比特记录输出（见图NXk）。在二进制里，x1 和 x2 只能取
值 y 或 R。相加以后，除非 x1 = x2 = 1，两数之和 x1 + x2 都依然是个位
数，一个比特就可以记录下结果。当 x1 = x2 = 1 时，x1 + x2 = 2。k 的二
进制表达是 Ry，所以需要两个比特来记录结果。基于这些考虑，我们设计了
一个逻辑门算法来完成这个加法。这个算法很简单，只要用与门和异或门就
可以完成了，具体程序见图NXk。

图 NXk, 用经典逻辑门实现的两个二进制个位数的加法。
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NXRX 经典计算机 吴飙

NXRXk 不能承受之量子

在上世纪八十年代，以费曼为代表的许多科学家开始意识到经典计算机在处
理量子力学问题时存在先天的不足。我们来看看这是为什么。

考虑一个一维经典力学体系。如果这个体系只有一个粒子，它有 k 个变量，
粒子的位置 x1 和动量 p1，相空间维数是 k；如果这个体系有两个粒子，它
有 9 个变量，x1, x2 和 p1, p2，相空间维数是 9；如果有三个粒子，它的变
量个数是 e，x1, x2, x3 和 p1, p2, p3，相空间维数是 e；依次类推，n 个粒
子的体系有 2n 个变量，相空间维数是 2n。可见，在经典体系里，系统的变
量个数和相空间维数正比于系统中的粒子数。假设我们现在要在经典计算机
上模拟一个有 Ryy 个粒子的一维经典系统。这要求我们在计算机上设置 kyy
个变量。如果每个变量用 9 个字节（jk 个比特）表示，我们需要 3yy 个字
节，远远低于现代计算机的典型内存容量（∼ 109 字节）。

作为对比，我们考虑一个量子自旋体系。单个自旋的希尔伯特空间维数是 k；
双自旋体系的希尔伯特空间维数是 9。和经典单粒子和双粒子体系的相空间
维数是一样的，似乎预示着三自旋体系的希尔伯特空间维数是 e。但事实不
是这样的，三自旋体系的希尔伯特空间维数是 3。我们来看看为什么。根据
我们在前面章节的讨论，单个自旋希尔伯特空间的基是 |u⟩ 和 |d⟩；通过直
积，双自旋体系的希尔伯特空间的基有 9 个，它们分别是 |uu⟩、|ud⟩、|du⟩
和 |dd⟩。三自旋体系的基同样要通过直积构造，它们有 3 个，分别是

|uuu⟩ , |uud⟩ , |udu⟩ , |udd⟩ , |duu⟩ , |dud⟩ , |ddu⟩ , |ddd⟩ UNXkV

所以三自旋体系的希尔伯特空间维数是 3。以此类推，n 个自旋的希尔伯特
空间维数是 2n。这就是说，量子体系的希尔伯特空间维数随着体系中自旋
（或粒子）数指数增加。

让我们尝试用经典计算机模拟一个有 Ryy 个自旋的体系。这个体系的希尔
伯特空间维数是 2100，其中的向量有 2100 个复数分量。一个复数由两个实
数构成，所以总共的变量个数是 2101。和经典情况一样，我们用 9 个字节表
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示一个变量，这样经典计算机的内存至少应该有 2103 个字节，大约相当于
1022 千兆 U:"V 字节，这远远大于现在任何计算机的内存容量k。即使在很
遥远的未来，我们也没有可能造出具有这么大内存的经典计算机。所以经典
计算机是不可能完全模拟这个具有 Ryy 个自旋的量子体系的。更糟糕的是，
Ryy 个自旋的量子体系并不大，最多只能算一个介观体系。作为比较，我们
看一下碳富勒烯 C60。由于每个碳原子有 9 个价电子，C60 共有 k9y 个价电
子。每个电子有一个自旋自由度还有空间自由度，所以 C60 的希尔伯特空间
的维数远远超过 Ryy 个自旋的希尔伯特空间的维数。现在已经很显然，在经
典计算机上模拟多体量子系统是非常困难的。但对于量子计算机，这个困难
是不存在的：Ryy 个量子比特自然就张成一个 2100 维的希尔伯特空间，可以
用来描述 Ryy 个自旋的量子态。费曼他们在上世纪八十年代最早意识到了
这个经典计算机的困境，揭开了研究量子计算机的序幕。

NXk 量子计算机

量子计算机基本原理不复杂：对应经典计算机里的比特和逻辑门，量子计算
机里有量子比特和量子逻辑门（简称量子门），它的运行通过量子门对量子
比特的操作来完成。量子比特有两个基本状态 |0⟩ 和 |1⟩，这和比特有两个
状态 y 和 R 一样。量子比特不同的地方是它还可以处于 |0⟩ 和 |1⟩ 的任意线
性叠加态

|ψ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩ UNXjV

前面一直讨论的自旋可以用来实现量子比特：把 |u⟩用作 |0⟩，把 |d⟩用作 |1⟩。

类似于经典计算机，虽然对量子比特的操作种类繁多，但人们通过研究发现
所有这些操作都可以被分解为几个基本量子门操作的组合。图NXj列出了这
些基本量子门。它们分为两类：只作用在一个量子比特上的单比特量子门
（图NXj左侧）；同时作用在两个量子比特上的双比特量子门（图NXj右侧）。

每个单比特量子门的功能都可以用一个 2× 2 幺正矩阵表示。图NXj左侧第一
k现在超级计算机的内存大约是 1015 字节
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图 NXj, 通用量子门。左边是单比特量子门：第一行，s 门、u 门、w 门；第
二行，哈达玛门（>�/�K�`/）、相位门（T?�b2）、八分门（π/8）。右边是双
比特量子门：*LPh 门。

行的三个量子门其实对应我们熟悉的泡利矩阵 σ̂x、σ̂y、和 σ̂z。第二行的三
个量子门依次是哈达玛门（>�/�K�`/）、相位门（T?�b2）、八分门（π/8）。
它们对应的矩阵分别是

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, S =

1√
2

(
1 0

0 i

)
, T =

1√
2

(
1 0

0 eiπ/4

)
UNX9V

我们重点介绍一下哈达玛门。类似于前面的自旋态 |u⟩ 和 |d⟩ 可以表示成列
向量一样，我们也可以把 |0⟩ 和 |1⟩ 表达成列向量

|0⟩ =
(
1

0

)
, |1⟩ =

(
0

1

)
UNX8V

一个量子比特如果一开始处于量子态 |0⟩，在哈达玛门作用后，它的状态会
变成

H |0⟩ = 1√
2

(
1 1

1 −1

)(
1

0

)
=

1√
2

(
1

1

)
=

1√
2
(|0⟩+ |1⟩) UNXeV

这个量子比特现在既不处于 |0⟩ 态也不处于 |1⟩ 态，而是处于它们的叠加态。
这是量子计算机和经典计算机最本质的区别之一。在经典计算机里，一个比
特总是处于一个确定的状态，0 或 1；在经过逻辑门操作后，它依然处于一
个确定的状态，0 或 1。0 和 1 的叠加态在经典计算机里根本不存在；|0⟩ 和
|1⟩ 的叠加态在量子计算机里则是经常出现。
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图NXj只列了一个双比特量子门，*LPh 门。只要有 *LPh 门和前面的单比
特门，量子计算机就可以胜任一切运算要求。但是为了方便，人们经常使用
其它双比特量子门，图NX8中有两个例子。*LPh 门的符号中有两条平行直
线，上面那条直线代表控制比特；下面那条表示目标比特。*LPh 门的功能
是这样：如果控制比特处于 |0⟩，那么目标比特不变；如果控制比特处于 |1⟩，
那么目标比特发生翻转。图NX9展示了 *LPh 门的功能。

图 NX9, *LPh 门的功能。

双自旋体系的希尔伯特空间维数是 9。同样，两个量子比特的希尔伯特空间
维数也是 9，它的四个基可以选为 |00⟩，|01⟩，|10⟩ 和 |11⟩。在这些基里，前
一个比特是控制比特，后一个是目标比特。比如，|10⟩ 对应控制比特为 |1⟩，
目标比特为 |0⟩。我们将这些基表示成列向量

|00⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |01⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |10⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, |11⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
UNXdV

相应地，*LPh 门可以用下面这个 4× 4 矩阵表示

U+MQi =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
UNX3V

有兴趣的读者可以验算下面这些变换确实成立

U+MQi |00⟩ = |00⟩ , U+MQi |01⟩ = |01⟩ , U+MQi |10⟩ = |11⟩ , U+MQi |11⟩ = |10⟩
UNXNV
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它们和图NX9中展示的 *LPh 门功能依次对应。

图 NX8, （上）弗睿得金门的线路表示：当控制比特是 y 时，其它两个比特
不变；当控制比特是 R 时，其它两个比特互相交换。（下）用量子单比特和
双比特门实现的弗睿得金门，其中 V ≡ (1− i)(I + iX)/2。

虽然原则上前面介绍的单比特门和双比特 *LPh 门已经足够模拟任何幺正
演化，但实际应用中出于方便的考虑，人们还是经常使用三比特量子门。我
们介绍一个非常有代表性的三比特量子门，弗睿得金（6`2/FBM）门。它的第
一比特是控制比特，其它两个比特是目标比特，其功能如图NX8所示：当控制
比特是 y 时，另外两个比特不变；当控制比特是 R 时，另外两个比特相互交
换。这个功能也可以用矩阵表达。如果我们把三比特量子态 |x3, x2, x1⟩ 和列
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向量做如下对应，

|000⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

0

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |001⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

0

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |010⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

0

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |011⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

0

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, UNXRyV

|100⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

1

0

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |101⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

0

1

0

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |110⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

0

0

1

0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |111⟩ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

0

0

0

1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, UNXRRV

那么弗睿得金门可以表达成下面的矩阵

F =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

UNXRkV

有兴趣的读者可以检验这个 8× 8 矩阵确实可以实现弗睿得金门的功能。
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NXkX 量子计算机 吴飙

弗睿得金门可以用一系列单比特和双比特量子门实现，如图NX8所示。为了具
体解释这个图，我们先介绍一下量子线路图的具体规则。在量子线路图中，
每条水平的直线代表一个量子比特，所以图NXj中的单比特门只有一条水平
直线，而 *LPh 门有两条水平直线。这些水平线上的符号表示对这个比特
进行一个指定的幺正操作。图NXj中左边就列出了经常应用的单比特操作对
应的符号。这些符号中有一个特殊的符号，实心圆。实心圆表示对这个比特
不进行任何操作，而是把这个比特用作控制比特。伴随一个实心圆总是有一
条垂直的直线，这条垂线用来连接被控制的目标比特。垂线另外一端的符号
则表示，如果控制比特是 R，将对目标比特进行和符号相应的操作。图NXj中
右边 *LPh 门很好地演示了实心圆和垂线的功能：上面水平线上的实心圆
表示这个比特是控制比特，垂线将第一条水平线和第二条水平线连接起来，
所以第二条水平线代表了目标比特；垂线另外一端的符号

⊕
表示翻转目标

比特的状态——y 变 R、R 变 y。图NX8的上面部分给出了弗睿得金门的线路
表示：三条水平直线代表三个比特，实心圆表示第一条水平线是控制比特，
垂线从实心圆出发连接了另外两条水平线，表示另外两个比特都是目标比
特，垂线上的两个符号 × 表示这两个比特互相交换状态。

了解了这些规则后，我们就可以解读图NX8下方的量子线路了。三条水平线
代表三个比特。第一步量子操作是 *LPh 门，它的控制比特是第三个比特，
第二个比特是它的目标比特。第二步是一个双比特门操作，它的控制比特是
第二个比特，第三个比特是它的目标比特；当第二个比特是 R 时，对第三个
比特进行变换 V。第三步是一个相同的双比特门操作，只是控制比特换成了
第一个比特。这里有个值得关注之处，第三步的垂线也和第二条水平线相交
了，但交点上没有任何符号，所以第二个比特和控制比特没有任何关系。第
四步又是一个 *LPh 门，第一条水平线是控制比特，第二条水平线是目标
比特。第五步和第二步类似，只是变换是 V †，而不是 V。第六、七步都是
两个 *LPh 门。有兴趣的读者可以验证一下这个由 d 个双比特门组成量子
线路和弗睿得金门的功能完全一致；另外，还可以思考一下有没有更简单的
利用单比特和双比特门实现弗睿得金门的方案。
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前面介绍的所有量子门有一个共同的特征，它们对应的矩阵都是幺正矩阵。
比如，通过直接计算你可以验证 U †

+MQiU+MQi = 1。数学上可以证明由它们组
合成的所有操作也对应幺正矩阵。所以量子计算机里的每步操作都是一个幺
正变换。这是量子计算机的一个基本特征。为什么要具备这个特征呢？前面
说过量子系统的动力学演化是幺正变换，为了模拟这些量子系统，量子计算
机的逻辑门必须是幺正的。

一个量子计算机具有一定数量的量子比特，它的工作过程大致分为三步：（R）
它的所有量子比特被初始化为一个给定的量子态；（k）通过对这些量子比
特进行一系列量子门操作，最终到达某个量子态；（j）对最后的量子态进
行测量，读出结果。量子算法就是给这个工作过程设计方案。完成同样的任
务，用的量子门操作的步数越少，算法就越快。一旦设计出量子算法，就可
以把它和相应的经典算法比较，看看哪个更快？比较量子算法和经典算法的
快慢，主要看完成同样的任务，哪个算法需要的门操作步数少，步数少的就
更快。在第NX9节，我们将更具体地介绍如何比较算法的快慢。

我们下面介绍一个简单的量子算法，让读者具体感受一下。为了和图NXk中的
经典算法比较，我们要解决的问题同样是把两个个位二进制数 x1 和 x2 加
起来。首先我们注意到 x1 = 1, x2 = 0 和 x1 = 0, x2 = 1 会给出相同的和，
即两个不同的输入给出相同的输出。这在经典计算机里非常普遍。图NXR中
的经典逻辑门除了非门，都具有这个特征：不同输入给出相同的输出。但是
对于一个量子门或者量子计算机，不同的输入一定给出不同的输出。我们来
看看为什么。

考虑两个不同的输入，|φ1⟩ 和 |φ2⟩，并令 |ψ⟩ = |φ1⟩ − |φ2⟩。因为这两个态
不同，所以 |ψ⟩ ̸= 0。假设某个量子门 U 会将两个不同的输入转换成一个相
同的输出，即

|ϕ⟩ = U |ψ⟩ = U |φ1⟩ − U |φ2⟩ = 0 UNXRjV

但是我们注意到所有量子门都对应幺正变换，可以用幺正矩阵来表示。所以
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NXkX 量子计算机 吴飙

U 是幺正的，U †U = 1。我们于是有

⟨ϕ|ϕ⟩ = ⟨ψ|U †U |ψ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ ̸= 0 UNXR9V

和前面的 |ϕ⟩ = 0相互矛盾。由于量子计算机运行是由一系列的量子门构成，
所以在量子计算机里不同的输入一定给出不同的输出。这样一来似乎无法用
量子计算机来完成 x1 + x2 这样最简单的计算了。

这个困难可以通过增加一个量子比特克服。我们把三个量子比特依次记为
x3, x2, x1，相应的量子态记作 |x3, x2, x1⟩。那么下面这个转换就能满足量子
计算机原则：不同输入给出不同输出。

|001⟩ −→ |001⟩ , |010⟩ −→ |101⟩ UNXR8V

最后我们只测量头两个量子比特 x2, x1 就行了。

图 NXe, 将两个二进制个位数 x1 和 x2 相加的量子算法。

现在我们可以给出这个量子算法了：

RX 将三个比特初始化为 |0, x2, x1⟩c

kX 将第二量子比特作为控制比特，第三个量子比特（也就是额外加的那
个比特）作为目标比特，应用 *LPh 门；

jX 将第三个比特作为控制比特，应用弗睿得金门 F；
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9X 将第二量子比特作为控制比特，第一个量子比特作为目标比特，应用
*LPh 门；

8X 测量头两个量子比特，输出结果

图NXe给出这个量子算法的线路图。我们以运算 x1 = 1, x2 = 1 为例来具体
说明这个算法。第一步，准备量子态 |011⟩。第二步，由于第二个比特是 |1⟩，
作用 *LPh 门后，目标比特，第三个比特翻转，这样我们有 |111⟩。第三
步，作用弗睿得金门 F 后，状态不变。第四步，由于第二个比特是 |1⟩，作
用 *LPh 门后，目标比特，第一个比特翻转，这样我们有 |110⟩。第五步，
测量头两个比特，得到结果 Ry。任务成功完成。

我们现在来比较这个加法的经典算法和量子算法。经典算法明显更简单，同
时应用两个两比特逻辑门一步就完成了，唯一的缺点是需要 9 个比特，比量
子算法多一个。量子算法除去输入输出，中间至少要三步。如果要求所有量
子门操作必须是单比特或双比特门，那么我们需要至少八步（参见图NX8中
弗睿得金门的实现）。所以在这个具体问题上，量子算法比经典算法慢很多。
这就引出一个很重要很基本的问题，量子计算机到底有多强大？我们将在
第NX9节详细介绍。有兴趣的读者可以思考一下，关于 x1 + x2 有没有更简单
和快速的量子算法。

NXj 量子计算机的特例：可逆经典计算机

在上一节我们已经注意到了经典逻辑门和量子逻辑门的一个重要区别：大多
数经典逻辑门是不可逆的，不同的输入会给出相同的输出；而所有的量子逻
辑门都是可逆的，不同的输入总是给出不同的输出。这似乎意味着经典计算
机是不可逆的而量子计算机是可逆的，是否可逆是经典和量子计算机的一
个本质区别。这是错误的！虽然现实中使用的经典计算机都是不可逆的，但
是原则上经典计算机也是可逆的。上世纪七十年代很多科学家研究了可逆经
典计算机，他们发现可逆经典计算机不但在理论上是可行的而且和不可逆经
典计算机一样强大。他们还提出了很多具体实现可逆经典计算机的物理方案。
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NXjX 量子计算机的特例：可逆经典计算机 吴飙

图 NXd, 托夫力门有两个控制比特：只有当它们同时为 R 时，第三个比特才
翻转。其它情况，所有比特不变。这里 ⊕ 是模加法：两数相加后除 k 取余
数。

弗睿得金（1/r�`/ 6`2/FBM，RNj9 @ ）和托夫力（hQKK�bQ hQzQHB，RN9j @
）是这些科学家中两个代表人物。他们分别提出了两个以他们名字命名的三
比特逻辑门。上一节已经介绍了弗睿得金门，现在我们简单介绍一下托夫力
门。如图NXd，托夫力门有两个控制比特，一个目标比特。它实现的功能是：
只有当两个控制比特同时为 R 时，目标比特才翻转。其它情况，所有比特不
变。这显然是一个可逆逻辑门：不同输入给出不同输出。托夫力门也可以用
一个 8× 8 的幺正矩阵表示。

弗睿得金门和托夫力门虽然是可逆逻辑门，但利用它们我们可以实现图NXR中
所有经典逻辑门，无论可逆与否。我们以弗睿得金门为例来介绍一下。图NX3给
出了用弗睿得金门实现经典逻辑门：非门、与门和或门的线路图。弗睿得金
门是一个三比特可逆逻辑门：有三个输入和三个输出；而想实现的经典逻辑
门只有一个或两个输入，输出只有一个。因此在任何实现方案中，弗睿得金
门总是有冗余的输入和输出。对于输入，我们可以固定冗余输入的输入值；
对于输出，我们只需关注特定的输出，不管其它输出。在图NX3中，我们看
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到在实现非门时，两个目标比特的输入分别固定为 R 和 y；我们需要的输出
来自第一个目标比特，为了明确，已用方框标记。为了实现与门和或门，我
们只需固定第二个目标比特的输入。由于任何逻辑门都可以用非门、与门和
或门组合而成，所以弗睿得金门是一个普适逻辑门（mMBp2`b�H ;�i2），即只
用弗睿得金门就可以实现任何逻辑功能和运算。托夫力门也是一个普适逻辑
门。有兴趣的读者可以尝试用弗睿得金门直接实现与非门和异或门，用托夫
力门实现非门、与门、或门等逻辑门。

图 NX3, 用弗睿得金门实现经典逻辑门：非门、与门和或门。由于弗睿得金门
是三比特可逆逻辑门，其输入和输出都有冗余。有效输入用变量表示；有效
输出用方框标记。

上面的分析立刻有两个非常重要的推论。第一个推论是可逆经典计算机在
理论上确实是可行。第二个推论是可逆计算机和通常的不可逆计算机是等价
的，具有一样强大的计算能力：如果你有一个不可逆计算机的算法程序，你
只需要把其中的逻辑门换成弗睿得金门或托夫力门就可以得到一个可逆计
算机的程序；这两个程序逻辑门个数是一样多的，可逆程序只是多用了一些
比特。

有心的读者可能已经注意到，上面的分析还有一个非常重要的推论：可逆经
典计算机是量子计算机的一个特例。可逆经典计算机的逻辑门是由弗睿得金
门或托夫力门构成的，而弗睿得金门或托夫力门都是幺正变换，所以可逆经
典计算机是量子计算机的一个特例。结合第二个推论，可逆计算机和不可逆
计算机是等价的，我们可以断言，
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NXjX 量子计算机的特例：可逆经典计算机 吴飙

经典计算机是量子计算机的一个特例。

所以经典计算机不可能比量子计算机强大。弗睿得金门和托夫力门虽然最早
是在研究可逆经典计算机时提出的，但现在在量子计算机里有广泛应用。

那么经典计算机和量子计算机之间的根本区别是什么呢？为了回答这个问
题，我们考虑三个量子比特，假设它们处于量子态 |101⟩。这个态有两层含
义：首先它是一个直积态，各比特之间没有纠缠；其次，每个量子比特都处
于确定的 y 或 R 态。因为经典比特也能实现这些态，我们不妨把这类态叫
经典态。注意有些直积态不是经典态，比如 (|101⟩+ |100⟩)/

√
2 是一个直积

态但不是经典态，因为第一个比特处于一个叠加态 (|1⟩ + |0⟩)/
√
2。利用经

典态，我们可以把量子门分为两类：直积量子门和叠加量子门。对于直积量
子门，如果输入是经典态，输出一定也是经典态；不满足这个要求的则是叠
加量子门。通过穷举法可以验证弗睿得金门和托夫力门都是直积量子门。因
为托夫力门能实现 *LPh 门（见图NXN左），*LPh 门也是直积量子门。前
面介绍过的量子门中，只有哈达玛门是叠加量子门。

只含有直积量子门的量子计算机实质上是经典可逆计算机。对于这类量子
计算机，当输入是经典态时，每步量子门操作后它的输出也一定是经典态。
图NXe中的量子算法实质上是一个可逆经典算法，因为它只含有直积量子门。
超越经典计算机的量子线路必须至少有一个叠加量子门，比如哈达玛门。
图NXN右边展示的就是一个真正的量子线路。如果输入态是一个经典态 |10⟩，
那么它会经历如下演化

|10⟩ H−→ 1√
2
|1⟩ ⊗ (|0⟩+ |1⟩)

*LPh
−−−−−→ 1√

2
(|10⟩+ |01⟩) UNXReV

最后的状态不但是叠加态还是一个纠缠态：两个量子比特失去自我，处于不
确定的量子态。在经典计算机（无论可逆与否）里，这是完全不可能的。所
以叠加和纠缠是经典计算机和量子计算机之间的根本区别。量子计算机由于
这两个额外的特征而可能变得比经典计算机更强大，人们也确实找到了比经
典算法更快的量子算法。但是人们还是不清楚叠加和纠缠究竟是如何让量子
计算机变得强大的。
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图 NXN, （左）用托夫力门实现的 *LPh 门；（右）产生叠加和纠缠态的量
子线路。

NX9 量子计算机到底有多强大

在上一节我们已经看到，从理论上讲量子计算机肯定不比经典计算机差，但
究竟能强大多少呢？要回答这个问题，我们需要先弄清楚如何比较两台计算
机的性能。最直接了当的办法是就是把这两台计算机放在一起，让它们去解
决相同的问题，看看谁快。遗憾的是实用的量子计算机还没造出来。

另外一个办法就是比较算法。根据两台计算机的工作原理，我们针对同一个
问题为它们分别设计算法，如果一个算法需要的步数比另外一个少，我们就
说相应的计算机更强大。在上节我们介绍了一个量子加法算法，明显比相应
的经典加法算法步数多。所以在这个特定的问题量子计算机没有经典计算机
快。但我们能就此断言量子计算机没有经典计算机强大吗？不能。让我们来
看看这是为什么。

假设我们有两台计算机，一台叫朱雀，它只能进行加法运算；另一台叫白虎，
它能进行所有加减乘除运算。让它们计算函数 g(n) = 1+2+3+ · · ·+n。由
于朱雀只能做加法，我们为朱雀设计的算法只能是老老实实把数字从 R 加
到 n。但对于白虎，我们可以利用公式 f(n) = n(1+n)/2 来计算。当 n ≤ 2

时，显然朱雀算得更快：n = 1 时，不需要做任何计算；n = 2 时，只需要做
一步加法。相比之下，无论 n = 1 还是 n = 2，白虎都要做一步加法，一步
乘法和一步除法。但是，同样明显的是，当 n 很大时，白虎会快很多很多。
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NX9X 量子计算机到底有多强大 吴飙

所有人都会同意白虎这台计算机更强大。

可见，要想比较计算机的强大没有那么简单。在经典计算机造出来以前，计
算机学家和数学家们就纸上谈兵式地在理论上讨论过各种经典计算机的可
能构造方式，并比较了它们的快慢。大名鼎鼎的图灵机就是这些理论探索的
产物。为了比较各种计算机的快慢，科学家们提出一个叫时间复杂度（iBK2
+QKTH2tBiv）的函数 O(f(n))，这里的变量 n 是问题输入的大小，f(n) 则是
n 的函数。时间复杂度函数想表达的是，当输入大小 n 增大一倍时，计算时
间会如何增长。让我们跳过抽象的数学，通过举例来进一步说明这个时间复
杂度函数 O(f(n))。

整数的奇偶性判断。输入是一个整数，它在二进制表示下的位数 n 就是输
入的大小。无论这个整数多大，有多少位，我们只需要看它的个位数
就能判断它的奇偶性。也就是说计算时间和输入大小无关，所以奇偶
性判断问题的时间复杂度是 O(1)。

随机搜索。有一个门，你有十把没有标签的钥匙，其中只有一把钥匙能开
门。为了找出开门的钥匙，你只好一把一把试，运气好，第一次就成功
了；运气差，最后一把才成功。你需要平均试 8次。这类问题叫随机搜
索问题：你有 N 个没有标签的物体，其中只有一个是你想寻找的。这
个问题的输入大小是 N，你需要平均试 N/2才能找到你的目标。计算
机学家认为这个问题的时间复杂度是 O(N)。为什么不是 O(N/2) 呢？
因为时间复杂度函数想描述的是，当输入大小增大一倍时，计算时间
会如何增长。O(N) 和 O(N/2) 都描述了随机搜索的时间会翻倍如果
输入大小增加一倍，所以系数 1/2 不重要。

我们现在利用时间复杂度来看看量子计算机有多强大。本章的开头提到肖在
RNN9年发现整数因子分解的量子算法比经典算法有一个指数加快。这个 ǳ指
数加快Ǵ就是针对时间复杂度说的。我们具体看一下。假设有一个整数 N，它
的二进制表示有 n位。肖的量子算法的时间复杂度是 O(n2 · HQ;n · HQ; HQ;n)。
而最快的经典算法的时间复杂度是 O(e1.9n

1/3 HQ;2/3 n)。现在 _a� 密码协议
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中利用的整数的二进制表示有 ky93 位，即 n = 2048。为了破解这个密码协
议，量子算法大致需要 n2 · HQ;n · HQ; HQ;n ≈ 1.6× 108 步；经典算法则需要
e1.9n

1/3 HQ;2/3 n ≈ 6.75 × 1051 步。如果量子计算机和经典计算机每秒都能算
109 步，那么量子计算机不到 R 秒就能破解密码，而经典计算机则大约需要
2 × 1035 年，比宇宙的寿命高 k8 个数量级。这个差别是非常惊人的！可惜
介绍肖的算法已经超越了本书的范畴。

我们再来看一下前面提到的随机搜索，在经典计算机上时间复杂度是 O(N)。
格罗沃（GQp EmK�` :`Qp2`- RNeR @ ）在 RNNe 年提出了一个量子随机搜索
算法，它的时间复杂度是 O(

√
N)- 比相应的经典算法有个很大的加快：当

被搜索的物体数目增加到以前的四倍时，格罗沃的量子搜索算法搜索时间加
长一倍，而经典搜索算法则花四倍以前的时间。格罗沃算法涉及数学有些复
杂，本书将不介绍它是如何具体运行的。我在这里给一个形象的解释，为什
么量子搜索会更快？我们用 |1⟩ , |2⟩ , · · · , |j⟩ , · · · , |N − 1⟩ , |N⟩ 表示 N 个被
搜索的物体。搜索前，量子计算机被设置在量子态

|Ψ0⟩ =
N∑

j=1

1√
N

|j⟩ UNXRdV

这里每个量子态 |j⟩ 前的几率幅系数都是 1/
√
N。这反映一个事实，搜索前

大家对情况一无所知，所以每个态出现的可能性是一样的。在经典计算机里，
我们是用几率 1/N 来表示每个物体的可能性是一样的。量子几率幅 1/

√
N

和经典几率 1/N 之间的差别正好就是量子搜索算法更快的原因。

上面两个例子表明，量子计算机确实可以比经典计算机强大很多。遗憾的是
科学家至今只找到了数量很少的比经典算法更快的量子算法。一个可能的原
因是量子计算机按照量子力学规律运行，我们日常生活中获得的直觉对设计
量子算法没有太多帮助。我认为更重要的原因是我们还没有深刻理解为什么
量子计算机比经典计算机强大。上面我们解释了一下为什么量子随机搜索算
法比经典搜索算法快，但这个解释并不适用肖的量子算法。肖的量子算法之
所以快的原因非常不同。这样一来，我们在设计量子算法的时候就缺乏具体
的指导原则，以致很难找到比经典算法更快的量子算法。现在物理学家正在
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NX8X 难于上青天 吴飙

尝试利用已知的各种量子过程，比如量子隧穿和量子绝热演化，来帮助设计
量子算法，并取得了一些初步的进展。

一个广泛的误解是，量子计算机强大的理由是量子计算机上更容易进行平行
计算：利用态叠加原理，人们可以输入多个初态同时进行计算。但麻烦的事
情是，输出的结果也是很多个答案的叠加，为了区分这些答案，我们不得不
进行测量。测量结果只有一个，为了得到其他答案，我们不得不重复所有的
计算。可见，虽然态叠加是量子计算机区别于经典计算机的一个重要特征，
简单应用态叠加原理并不会增强量子计算机的性能。

注意，任何量子算法结束时都要通过测量来获得解。如果解有几个，就必须
重复计算，通过重新测量来获得新的解。这个结论不依赖于我们如何理解测
量对量子态的影响。如果我们用波包塌缩理论去理解，那测量后量子计算机
会塌缩到其中的一个解上。你以后如果继续测量，只会得到同一个解。如果
用多世界理论去理解，测量后世界发生分裂，有多少个解就有多少个世界，
在每个世界里只有一个解。无论你怎么理解测量，如果你想知道其他解，你
就必须重复这个计算，重新测量一次。

最后总结一下，人们已经知道在一些特定问题上量子计算机比经典计算机
强大。但是在很多问题上，人们依然不知道量子计算机是否比经典计算机强
大。比如，有一类非常难的问题叫 LS 完全问题。关于这些问题，人们迄今
为止还没有找到任何比经典算法更快的量子算法。

NX8 难于上青天

量子计算机的理论构想起步于上世纪八十年代初，经过近四十年的发展，科
学家们已经在实验室里实现了一些非常初级的量子计算机，但它们的计算能
力远远低于任何一台个人电脑。现在科学界一个普遍接受的观点是，建造一
台超越最快经典计算机的通用量子计算机是很难的。通用指的是原则上可以
用来解决任何问题。和通用相对的是特殊用途量子计算机，这类量子计算机
只能解决某个或某些特定的任务。笔者个人认为人类至少需要 8y 年才能造
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吴飙 NX 量子计算

出第一台超越经典计算机的通用量子计算机。超越经典计算机的特殊用途量
子计算机有可能很快就会实现。为了尽快实现这个目标，有人甚至专门设计
了一些特殊的不对应任何实际应用的量子问题来让量子计算机解。这些问题
有两个特点：（R）它很难用经典计算机模拟；（k）它很容易在实验室里利用
特别的设备实现。但这样的进展到底有多大意义还是颇有争议的。首先，它
没有解决任何实际问题，人类有史以来发明的任何计算机器都是有实用价值
的；其次，它并没有促进通用量子计算机技术的进步。无论是争议还是困难，
都是科学探索中不可避免的，时间这个最公正的裁判会给出最后的判决。

图 NXRy, 经典比特和量子比特。经典比特只有两个状态，y 和 R；量子比特
除了 |0⟩ 和 |1⟩ 以外还可以处于 |0⟩ 和 |0⟩ 的量子叠加态。操控经典比特比
较容易，可以类比成往两个大而深的桶里扔小球：很容易把球扔进，而且球
进去以后不容易跑到另外一个桶里。量子比特的操控就难很多，类似于把小
球扔进很多小而浅的桶里：不但需要很高的操控精度把球扔进一个特定的小
桶，而且扔进去以后小球还很容易跑到其它桶里。

李白曾慨叹，ǳ蜀道难，难于上青天！Ǵ 现在人类已经可以轻易飞上青天，
甚至可以登陆火星，向外太空发射飞行器，但是依然造不出一台实用的量
子计算机。所以蜀道不难，上青天也不难，造量子计算机真的很难。为什么呢？

我们先回顾一下经典计算机的技术实现。在现代计算机里，比特的两个状态
y 和 R 对应场效应晶体管中门电压的高低。只要门电压高于一个阈值就是高
电压，代表状态 R；反之是低电压，代表状态 y。y或 R都对应一个很大的电
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NX8X 难于上青天 吴飙

压范围，我们不需要对电压有很精确的控制和测量就能准确地得到 y 或 R。
这就像往两个相隔一定距离并且大而深的桶里扔小球，球很容易被扔进指定
的桶里，而且扔进去以后很难跑到另外一个桶里（见图NXRy）。即使这样，在
噪声的扰动下，一个处于 y 态的比特还是可能变成 R，导致错误。为了避免
和减少错误，经典信息技术使用了容错方案。一个简单而且非常有效的方案
是把三个比特当作一个比特用

0 → 000 ; 1 → 111 UNXR3V

人们通常把左侧的比特叫作逻辑比特；把右侧的三个比特叫作物理比特。三
个物理比特处于状态 yyy 代表逻辑比特处于状态 y；三个物理比特处于状态
RRR 代表逻辑比特处于状态 R。假设由于噪声处于 yyy 态的物理比特变成了
yRy。计算机通过对比发现三个比特中一个是 R 两个是 y，于是判定是中间
的物理比特出错，实施操作将其纠正为 y。由于两个比特同时出错的概率很
小，这就降低了错误率。为了继续降低错误率，我们可以进一步增加物理比
特的数量。

这类错误同样会出现在量子计算机里，而且更严重。量子比特不但有 |0⟩ 和
|1⟩ 两个状态，而且可以处于它们的叠加态 α |0⟩ + β |1⟩，其中 α 和 β 是连
续变化的复数。由于这些叠加态之间的差别很小，实现对量子比特状态的精
确操控变得极具挑战性。我们可以把量子比特的各个叠加态类比成很多个小
和浅的桶，把小球扔进某个指定的小桶显然难了很多（参见图NXRy）。我们用
一个例子来具体说明。假设有一个量子比特处于状态 |0⟩，我们希望通过一
个 s 门操作，将它翻转为 |1⟩。由于噪声或操控精度等原因，实际执行的幺
正变换是

X̃ =
1√

1 + ϵ2

(
ϵ 1

1 −ϵ

)
, (|ϵ| ≪ 1) UNXRNV

经过这个变换后，量子比特处于如下状态

|1ϵ⟩ =
1√

1 + ϵ2
(ϵ |0⟩+ |1⟩) UNXkyV

这个态非常接近 |1⟩。经典比特只有 y 和 R 两个状态，任何接近 R 的状态都
是状态 R。但是对于量子比特，|1ϵ⟩ 和 |1⟩ 是两个不同的状态。量子计算机
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运行时需要进行上万甚至更多次门操作，每次操作都会带来类似的小偏差，
这些小偏差会积累，最后导致整个运行失败。所以量子计算机需要更强大的
容错方案。科学家们发现，量子容错方案至少需要 e 个物理比特来实现逻
辑比特。这既是一个好消息又是一个坏消息。好消息是确实存在切实可行的
容错方案；坏消息是它极大增加了建造量子计算机的难度。一个普遍的共识
是：一个通用量子计算机至少需要 8y 个量子逻辑比特才有可能超越经典计
算机，所以一台有实用价值的量子计算机至少需要 jyy 个量子物理比特。最
近 A"J 公布的量子计算机只有大约 ky 个量子物理比特。我们距离具有实
用价值的量子计算机还有很长很长的路要走。

最糟糕的是量子计算机还面临一个更大的困难，退相干。这是量子计算机独
有的困难，在经典计算机里根本不存在。退相干指的是量子比特失去它们的
量子相干特征，状态不再确定。我们来看一下这究竟是如何发生的。从硬件
上讲，量子计算机由两部分组成，量子比特和实现量子逻辑门的各种器件。
为了方便，我们把后者统一称为门器件。人们通过门器件实现对量子比特的
量子门操作，使其状态发生改变。门器件因为要对量子比特进行量子门操作，
它们必须和量子比特相互作用，而相互作用几乎肯定会导致纠缠。某次门操
作后，量子计算机非常可能处于如下量子态，

|Z*⟩ = 1√
1 + ϵ2

{|Zm#BibA⟩ |:�i2b1⟩ − ϵ |Zm#BibB⟩ |:�i2b2⟩} UNXkRV

其中 |Zm#BibA,B⟩ 表示量子比特的状态而 |:�i2b1,2⟩ 表示门器件的量子态。
这是一个纠缠态。前面我们讨论过，一旦两个系统处于纠缠态，这两个系统
都会各自缺失自我，不再具有确定的量子态。如果量子计算机整体处于上面
这样的纠缠态，那么它的量子比特就没有确定的量子态。专业人士会说量子
计算机这时退相干了，不再是量子计算机。实际情况其实还更糟糕，因为除
了门器件外，量子比特还会受到其它噪声的干扰，这些噪声也会导致退相干。

退相干是建造量子计算机面临的最大的困难。物理学家们想了很多办法来减
小退相干，比如，寻找容易操控的量子比特，将量子计算机放置在非常低的
温度环境。经过大量实践，现在国际上绝大多数实验组都倾向于使用基于超
导约瑟夫森结的量子比特。最近非常热门的拓扑量子计算则是希望利用拓扑
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来保护量子比特的相干性。

很显然，量子比特的数目越多，它们就越可能与门器件和环境发生纠缠，退
相干就越容易发生。另一方面，为了让量子计算机更强大，我们又必须集成
更多的量子比特。这种两难的困境可能是物理学家迄今面临的最大技术挑
战，这比遨游太空潜入深海都难，甚至比仿造人脑更难。笔者不敢肯定实用
的通用量子计算机一定造出来，但人类一定会从努力中掌握更多微观世界的
奥秘，推动微观操控技术的提高。
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第十章 量子通信

在这个信息的时代，我们的生活越来越多地以比特的形式，被计算机处理，
在磁介质上存储，通过光纤和电磁波传递。然而我们的世界在本质上是量子
的，一个很自然的问题是这些信息如果用量子比特来表达，那么我们应该如
何处理，存储，和传递它们。这些问题就是量子信息理论要研究的。上一章
讲述的量子计算就是量子信息的一部分，在这个领域人们研究如何处理和存
储量子信息。量子信息还有一个重要的分支，量子通信。在这个领域，人们
主要利用量子纠缠建立了量子隐形传态（Zm�MimK i2H2TQ`i�iBQM）的通信方
式，并在此基础上传递量子信息和实现密钥的分配。和量子计算一样，量子
通信也受到大众媒体的广泛关注。在技术上，量子通信已经相当成熟，已经
在实用，但商业公司对它的兴趣似乎远远小于量子计算机。

在量子计算机领域，很多量子体曾被提议来实现量子比特，比如核自旋、囚
禁在电磁阱中的离子、量子点。现在绝大多数实验组都专注于用超导约瑟夫
森结实现的量子比特，还有很多实验室致力于实现拓扑量子比特。但在量子
通信领域，人们无一例外地选择了用光子来实现量子比特，主要有两个原
因：（R）光子在通常的环境下也有很显著的量子效应；（k）在经典通信里人
们已经积累了很多光通信的技术和经验。由于这个原因，我们下面就先介绍
光（或光子）以及如何用光子实现量子比特。

RyXR 光子的偏振和量子信道

R3e8 年麦克斯韦（C�K2b *H2`F J�tr2HH，R3jR @ R3dN）写下了一个以他名
字命名的伟大方程组，这组方程可以描述所有的电磁现象。写下这组方程以
后，麦克斯韦立刻意识到光其实是一种特殊的电磁波。反过来也可以说所有
的电磁波都是一种特定的光。后来普朗克和爱因斯坦提出了光量子（简称光

R38



吴飙 RyX 量子通信

子）理论，认为所有的电磁波都是由一个一个光子组成的，这个理论最后被
实验证实了。这样我们就有了一个有趣的结论：光（或电磁波）既是波又是
粒子。日常生活中接触到的光或电磁波都是由大量光子构成的，因此我们平
时完全感受不到单个光子的存在，就像我们每天都接触水却感受不到单个水
分子的存在。你的手机在信号很强时的接收功率大约是 Ry 纳瓦，10−8 瓦，
这相当于每秒钟接收大约 1016 个频率约为 Nyy 兆赫兹的光子，这比一吨沙
子里的沙粒个数高一百万倍。如果你用的是 9: 手机，那么你接收到的每一
个比特的信息是由超过 Ryy 万个光子携带的。由于这个原因，在日常的通讯
中，信号很稳定不容易被噪声干扰的。

图 RyXR, 光子的偏振态及其实验测量。具有确定偏振态的光子从左入射到一
块方解石晶体上。（R）如果偏振方向是水平的，光子将不受方解石影响，从
右边出射保持水平偏振；（k）如果偏振方向是垂直的，光子的轨迹将被方解
石向下平移，从右边出射但仍然保持垂直偏振；（j）如果偏振方向是 98Ǟ，
那么光子有一半的几率像水平偏振的光子一样通过方解石，有一半几率像垂
直偏振的光子一样通过方解石。这个实验和自旋的施特恩@格拉赫实验非常
类似。

在量子通信里，一个光子携带一个比特的信息。光子的两个相互垂直的偏振
态被用来表示一个比特的信息。我们用水平偏振态表示 |0⟩，用垂直偏振态表
示 |1⟩。其它偏振态则可以表示成这两个态的叠加 α |0⟩+ β |1⟩。偏振态可以
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用一块方解石晶体测量。图RyXR演示了方解石晶体对光子偏振的测量。如果
光子处于水平偏振态 |0⟩，光子将毫无变化地通过方解石；如果光子处于垂直
偏振态 |1⟩，光子的轨迹在通过方解石后将向下方式偏移；如果光子处于其他
偏振态 |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩，那么这个光子在通过方解石后有 |α|2 = | ⟨ψ|0⟩ |2

的几率变成水平偏振，|β|2 = | ⟨ψ|1⟩ |2 的几率变成垂直偏振并向下发生偏
移。如果有一束处于偏振态 |ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩ 的光通过方解石，那么这束
光会被分为两束：上面一束处于水平偏振态，强度正比于 |α|2c 下面一束处
于垂直偏振态，强度正比于 |β|2。

这和测量自旋态的施特恩@格拉赫实验非常类似。在物理学家的眼里，这两
个实验的物理实质是一样的。在更深的层次，物理学家发现光子的偏振态就
是光子的自旋，方解石晶体可以看作一个等效 ǳ等效磁场Ǵ，用来区分光子
的不同自旋态。

在施特恩@格拉赫实验里，如果我们改变磁场方向，测量结果会发生变化。同
样，如果我们旋转方解石改变它的方向，测量结果也会发生改变。我们考察
一个特例，将方解石旋转让它和垂直方向偏离 98Ǟ。这时能通过方解石而不
受影响的偏振态是 |0x⟩ = (|0⟩+|1⟩)/

√
2；而具有偏振态 |1x⟩ = (|0⟩−|1⟩)/

√
2

的光子通过这个 98Ǟ 角的方解石后会发生偏移并保持自己的偏振态。人们通
常把 |0x⟩ 称作 98Ǟ 角偏振态，把 |1x⟩ 称作 Rj8Ǟ 角偏振态。

其实方解石可以旋转任意一个角度。无论方解石如何放置，光子通过后只可
能有两个结果：不发生偏移，我们记之为 y；发生偏移，我们记之为 R。方解
石的偏角只会影响这两种结果发生的几率。比如，当方解石垂直放置时，对
偏振态 |0⟩ 的测量结果是 RyyW 为 R、yW 为 y。上面讨论了对光子偏振态的
两种特殊测量：（R）方解石垂直放置；（k）方解石和垂直方向偏离 98Ǟ。我
们把它们分别称为 Mz 和 Mx。由于后面介绍的量子通信里要用到这两种测
量，我们将它们对四个偏振态 |0⟩ , |1⟩ , |0x⟩ , |1x⟩的测量结果总结在下面这个
表中。

量子通信就是将信息编码到光子的偏振态中，并将编码后的光子传递到远
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偏振态 |0⟩ |1⟩ |0x⟩ |1x⟩
测量结果 y R y R y R y R
Mz RyyW yW yW RyyW 8yW 8yW 8yW 8yW
Mx 8yW 8yW 8yW 8yW RyyW yW yW RyyW

表 RyXR, 光子偏振态测量。

方。信息可以是经典信息也可以是量子信息。对于由一串 y和 R组成的经典
信息，编码后的光子将处于相应的水平或垂直偏振状态。如果是量子信息，
编码后的光子将处于水平和垂直偏振的叠加态甚至纠缠态。由于单个光子的
偏振和光子之间的纠缠很容易被各种噪声干扰，所以对传递这些光子的媒介
有非常高的要求。为了和普通的经典通信区别，人们把传递量子信息的渠道
叫做量子信道；传递经典信息的渠道叫做经典信道。量子信道需要很多精巧
而昂贵的仪器设备来维持。即使这样，量子信道中也有光子耗散问题，每隔
一段距离需要补充光子，这就是量子中继。量子中继不仅要补充光子，而且
补充的光子要和以前的光子具有完全相同的偏振态。但是根据量子不可克隆
定理（见第六章），我们无法直接通过克隆的办法来补充相同偏振态的光子。
这给量子中继造成了巨大的技术障碍。据笔者了解，迄今量子中继问题还没
有完全解决，限制了实际应用中量子通信的距离。

相对于量子通信，日常生活中的经典通信是非常稳定的。首先，经典光（或
电磁波）通信中，一比特信息不是由单个光子而是由上百万个光子共同携带
的。这种情况下，显然小的噪声不会影响光携带的信息，稳定性大大增加。
其次，现在最先进的经典通信都是通过调制光（或电磁波）频率来传递，和
光的偏振方向没有任何关系。而光的频率很难被改变，光的强度则很容易通
过中继放大器得到补偿。所以经典通信是很稳定的，这和我们的日常经验是
一致的：我们几乎从来不用担心电话中的噪声；只有在很偏远的地区才会担
心信号太弱。

由于稳定性的问题，量子通信的应用范围受到了很大限制，迄今为止量子通
信只能用来远距离产生密钥。可以明确地断言：量子通信永远也不会取代经
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典通信，走进我们的日常生活。

RyXk 量子隐形传态

量子隐形传态（Zm�MimK i2H2TQ`i�iBQM）是一个简单而又神奇的量子通信方
式（见图RyXk）。它通过分享一对纠缠的光子，将一个量子态从发送者传给接
收者。按照惯例，我们把发送者称作爱丽丝（�HB+2）把接收者称作鲍勃（"Q#）。

爱丽丝有一个光子，它处于某个偏振态 |ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩。她想把这个偏振
态传给远方的鲍勃。有很多种可能的方法来完成这个任务：（R）爱丽丝完全
知道这个偏振态，即知道叠加系数 α 和 β；在这种情况下，她可以利用电话
等经典通信手段把这两个系数告诉鲍勃，鲍勃根据这两个系数将一个光子制
备成态 |ψ⟩。（k）爱丽丝不知道这个偏振态的具体信息，这种情况下她可以
通过量子信道直接将这个光子传给鲍勃。第一个方法只用了经典信道，我们
把它叫做纯经典传态。第二个方法只用了这种量子信道，我们把它叫做纯量
子传态。下面我们介绍第三种方法，即量子隐形传态，这个方案里爱丽丝和
鲍勃同时用了经典信道和量子信道。

图RyXk示意地描述了量子隐形传态的步骤。爱丽丝制备一对光子，它们处于
如下的纠缠态

|γ00⟩ =
1√
2
(|00⟩+ |11⟩) URyXRV

加上已有的一个光子，爱丽丝共有三个光子，它们的状态是

|Φ⟩0 = |ψ⟩ ⊗ |γ00⟩ =
1√
2

{
α |0⟩ ⊗

(
|00⟩+ |11⟩

)
+ β |1⟩ ⊗

(
|00⟩+ |11⟩

)}

=
1√
2

{
α
(
|000⟩+ |011⟩

)
+ β

(
|100⟩+ |111⟩

)}
URyXkV

爱丽丝将纠缠对中的一个光子通过量子信道传给鲍勃。假设量子信道完美无
缺。这种情况下，尽管一个光子已经在鲍勃那里，这三个光子的状态仍然是
|Φ⟩0。为了后续讨论方便，我们梳理一下记号的意义。从现在开始 |Φ⟩0 左边
两个比特代表爱丽丝的两个光子状态而右边的一个比特代表鲍勃处光子的
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状态。例如，|101⟩ 表示爱丽丝最初的那个光子处于态 |1⟩- 纠缠光子处于态
|0⟩；而鲍勃的光子处于 |1⟩。

图 RyXk, 量子隐形传态。借助一对纠缠光子，爱丽丝可以将她拥有的一个量
子态 |ψ⟩ 传给远处的鲍勃。在这个过程中，爱丽丝需要通过电话等经典信息
传递方式把自己的测量结果告诉鲍勃。

接下来爱丽丝对自己的两个光子进行一个 *LPh 门操作，第一个光子是控
制比特，第二光子是目标比特。这样 *LPh 门后，这三个光子的状态变成

|Φ⟩1 =
1√
2

{
α
(
|000⟩+ |011⟩

)
+ β

(
|110⟩+ |101⟩

)}
URyXjV

爱丽丝然后对第一个光子进行哈达玛门操作，得到

|Φ⟩2 =
1

2

{
α(|0⟩+ |1⟩)⊗

(
|00⟩+ |11⟩

)
+β(|0⟩− |1⟩)⊗

(
|10⟩+ |01⟩

)}
URyX9V

这里总共有八项，我们将爱丽丝的两个比特和鲍勃的比特分开，重新安排一
下这些项

|Φ⟩2 =
1

2

{
|00⟩ ⊗ (α |0⟩+ β |1⟩) + |01⟩ ⊗ (α |1⟩+ β |0⟩)

+ |10⟩ ⊗ (α |0⟩ − β |1⟩) + |11⟩ ⊗ (α |1⟩ − β |0⟩)
}

URyX8V

最后爱丽丝对自己的两个光子进行测量，并把测量结果通过电话等经典信道
告诉鲍勃：
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RX 如果测量结果是 |00⟩，鲍勃的光子正好处于 |Φ⟩3 = α |0⟩+ β |1⟩ = |ψ⟩；

kX 如果测量结果是 |01⟩，鲍勃的光子处于态 |Φ⟩3 = α |1⟩+ β |0⟩，鲍勃作
用 s 门后得到 |ψ⟩c

jX 如果测量结果是 |10⟩，鲍勃的光子处于态 |Φ⟩3 = α |0⟩ − β |1⟩，鲍勃作
用 w 门后得到 |ψ⟩c

9X 如果测量结果是 |11⟩，鲍勃的光子处于态 |Φ⟩3 = α |1⟩ − β |0⟩，鲍勃作
用 w 门和 s 门后得到 |ψ⟩c

无论哪种测量结果，鲍勃都可以顺利将自己的光子制备到爱丽丝最初的光子
态 |ψ⟩。

总结一下量子隐形传态。首先，传递的是光子的量子态 |ψ⟩，而不是承载这
个态的光子本身。其次，在整个过程中，爱丽丝和鲍勃利用经典信道和量子
信道各进行了一次通信，两者缺一不可，但是二者的次序可以调换。爱丽丝
完全可以先把纠缠光子发送给鲍勃，然后制备要传送的量子态，最后通过经
典信道告诉鲍勃自己的测量结果。第三，由于爱丽丝和鲍勃要通过具体的信
道来传递光子和交流测量结果，量子隐形传态的速度不会超越光速。这也从
一个侧面告诉我们，尽管量子纠缠是超距的，但利用它进行的通信不可能超
越光速。

量子隐形传态的理论方案最早由六位美国和欧洲的物理学家在 RNNj 年提
出。奥地利的一个实验组在 RNNd 年首次在实验上实现。后来世界各国实验
室不断提高量子隐形传态的距离。现在地面量子隐形传态的最长距离已经超
过 9yy 公里。中国第一个实现了卫星到地面的量子隐形传态。

迄今已经介绍了三种传送量子态的办法：纯经典法、纯量子法和量子隐形传
态。纯经典法只用了经典信道而后两种方法都使用了量子信道，所以纯经典
法不但是最稳定的而且其稳定性远远超过其它两种方法。事物总是一分为
二。量子信道虽然降低了通信的稳定性但同时也有有利的一面：它可以增加
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通信的隐秘性。我们下面就介绍量子信道是如何给通信提供隐秘保护的。

假设一个叫伊娃（1p2）的人试图窃听爱丽丝和鲍勃间的量子通信，即在爱
丽丝和鲍勃不知情的情况下获取他们之间交换的量子信息。我们马上会看
到，这是一件不可能完成的任务。如果爱丽丝和鲍勃间的通信是经典的，一
比特信息由上百万个光子携带，伊娃只需截获其中的一小部分即可获取信息
同时不引起爱丽丝和鲍勃的注意。但是在量子通信里，一比特信息只由一个
光子携带，伊娃为了完成窃听，必须截获量子信道里那个携带量子信息 |ψ⟩
的光子。为了不让爱丽丝和鲍勃发觉，伊娃最好将 |ψ⟩ 复制到另外一个光子
上，然后重新把原来那个光子放回量子信道。但是根据量子不可克隆定理，
这是不可能的。伊娃没有选择，只能进行测量。伊娃测量后，光子会和测量
仪器纠缠，光子状态 |ψ⟩ 会被彻底改变，变成某个可观测量的本征态，无法
恢复。这样的结果非常糟糕：一方面，光子状态已经改变很容易引起爱丽丝
和鲍勃间的注意；另一方面，伊娃只获得了非常有限的关于 |ψ⟩ 的信息。伊
娃既没有做到 ǳ窃Ǵ 也没有完成 ǳ听Ǵ。如果爱丽丝和鲍勃间进行的是量子隐
形传态，伊娃的窃听会更加难以完成。首先还是无法克隆；其次，伊娃在量
子信道截获的是纠缠光子，它根本不含有关于光子态 |ψ⟩ 的任何信息，伊娃
因此更不可能获得任何 |ψ⟩ 的信息。最后我们要指出，在量子隐形传态中，
由于携带信息的光子根本就不在量子信道传播，我们可以通过多发几对纠缠
光子来提高稳定性。

根据上面的分析，下面这个表格系统比较了三种传送量子态的办法：纯经典
法、纯量子法和量子隐形传态。

方法 纯经典 纯量子 量子隐形传态

是否需要知道量子态 是 否 否

是否需要经典信道 是 否 是

是否需要量子信道 否 是 是

隐秘性 低 高 高

稳定性 高 低 中
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RyXj 经典加密

为了打电话不被别人听到，我们会找个隔音好的无人房间，或者使用自己的
家乡话。为了自己的电子邮件不容易被人偷看，你可以设置一个较长而难记
的密码。这些简单的技巧基本能满足我们日常生活中保密和隐私的需求。但
是作为一个专业间谍，这些技巧就基本没有任何用处。反间谍机关可以轻而
易举地窃听你的电话，拿着搜查证到服务商那里强行查看你的电子邮件。间
谍为了保证通信的保密，都会对信息进行系统加密。ǳ系统Ǵ 这两个字很重
要。如果间谍在执行任务期间不需要和总部通信，只需要在执行任务后告诉
总部成功与否，那么他只需要约定一个简单的暗号。这种情况下，对方只能
利用自己安插的间谍或类似的方法来窃取暗号。但绝大多数情况下，间谍需
要长期和总部联系，汇报情报和各种不可预知的情况。这时，间谍只能利用
系统的加密手段来加密自己的报告，然后再传送回总部。既然是系统地加密，
那么就有规律可循。这时反间谍机关可以雇佣很多聪明的解码专家，通过分
析你的通信来发现这些规律，从而来破解你的密码。举一个简单的例子，如
果你用英文通信，一个简单的加密方法是把 � 换成 #，# 换成 +，+ 换成 /，
以此类推。反间谍机构在截获你的通信后，可以分析你通信中每个字母出现
的频率，很快他们发现你通信中 # 出现的频率和新闻报纸中 � 出现的频率
接近，+ 出现的频率和新闻报纸中 # 出现的频率接近，等等。你的密码就这
样被破解了。信息加密技术现在已经不再局限于间谍、军事，在我们的日常
生活中也随处可见。每当你在网上购物时，你的账户和购买信息就会被加密
后再传给商家。

在经过长期研究后，人们发现维南加密法是最安全的。这是维南（:BH#2`i
a�M/7Q`/ o2`M�K- R3Ny @ RNey）在 RNRd 年发明的，我们简单介绍一下。爱
丽丝和鲍勃要进行加密通信，决定使用维南加密法。他们事先共同制定一
套密码，各自保留一份。现在爱丽丝要给鲍勃发一段信息。这段信息的头
一个单词是 ǳ[m�MimKǴ。为了加密，爱丽丝先将这个单词转换成大家熟知
的 �a*AA 码，{113, 117, 97, 110, 116, 117, 109}；再将这些数字分别减去她密
码表中的头 d 个数字，{014, 013, 000, 031, 000, 012, 010}；得到一串新数字，
{099, 104, 097, 079, 116, 105, 099}；最后利用公共通信渠道将这些数字发给鲍
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勃。鲍勃得到这些数字后，会将这些数字和手中密码本上的头 d个数字相加，
然后通过参考 �a*AA码将它们恢复成字母。整个过程可以参见下面的表格。Ƙ

如果伊娃在窃听，她会得到数字串 {099, 104, 097, 079, 116, 105, 099}。按照
�a*AA 码，这些数字对应字母 ǳ+?�PiB+Ǵ。伊娃当然知道这不是爱丽丝的真
正信息，那个大写的 ǳPǴ 似乎是爱丽丝在挑战她，ǳ欢迎破解我的密码！Ǵ。
为了弄清楚这些数字的意义，伊娃会尝试各种方法。由于爱丽丝和鲍勃在用
维南加密法，每一个词都会换一段新密码，伊娃是不可能成功的，伊娃除了
幸运猜中密码没有任何其他方法可以破解维南加密法。对于我们这个例子，
伊娃猜中的概率是 10−21。如果你有一粒特殊的做了记号的沙子，你不小心
把它丢在了一个一公里长的沙滩上，你找回这个沙子的几率比伊娃猜中密码
的几率至少要高一千万倍。

字母 [ m � M i m K
信息 �a*AA RRj RRd Nd RRy RRe RRd RyN
密码 yR9 yRj yyy yjR yyy yRk yRy

字母 + ? � P i B +
加密信息 �a*AA yNN Ry9 yNd ydN RRe Ry8 yNN

表 RyXk, 信息减去密码中的数得到加密信息；加密信息加上密码中的数可以
还原信息。

维南加密法以及其它类似加密法在军事，间谍等方面有很广泛应用，但在商
业上却几乎没有任何价值。假设信用卡公司利用维南加密法为客户的信用卡
信息加密，这会要求信用卡公司给每个客户提供一套不同的密码，由于每个
客户需要大量使用信用卡，这套密码必须非常长，同时每个客户会被要求严
密稳妥地保管好这些密码。对于没有经过严格间谍和军事训练的普通客户，
这是无法完成的任务。
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现在商业上用的加密系统叫公开密钥加密系统。它的工作原理是这样。信用
卡公司产生一对密钥，公钥和私钥；公司保留私钥，而把公钥给所有的客户。
客户利用公钥对自己的信用卡信息加密并通过公共网络传给信用卡公司，公
司利用自己的私钥对客户信息进行解码，获得信用卡使用信息。由于公钥是
公开的，所有人（包括犯罪分子）都可以获得，这就要求利用公钥的加密过
程可逆性很差，这样没有私钥的人很难解密。_a� 就是这样的一个公开密
钥加密系统，并被广泛使用，它是以发明者李维斯特（_QM _Bp2bi，RN9d @）、
萨莫尔（�/B a?�KB`，RN8k @ ）和阿德曼（G2QM�`/ �/H2K�M，RN98 @）命名
的。_a� 基本思想是利用由两个非常大的质数产生一对密钥，公钥 (N, e)

和私钥 (N, d)。其中 N 是两个质数的乘积，d 和 e 也都是利用这两个质数
按照公开的方式产生的。_a� 非常有效的原因是人们很难利用 N 或者 e 反
推出这两个大质数。这个公开密钥加密系统只要求信用卡公司严密保护两个
质数和私钥 d。信用卡公司甚至可以在产生密钥后销毁这两个质数，只保留
私钥 d。我们看到，这个密码系统不要求客户严密稳妥地保护密码。个体客
户甚至都不需要记住这个公钥，使用这些信用卡的商户也知道这个公钥，它
们会帮助客户记住这个公钥。

下面我们看看量子通信能不能在加密技术上帮忙。

RyX9 量子加密

前面在介绍量子隐形传态时，我们已经注意到量子信道能对信息提供天然
的隐秘性保护。在二十世纪八十年代，在早期外斯纳（ai2T?2M CX qB2bM2`，
RN9k @）工作的启发下，本内特（*?�`H2b >2M`v "2MM2ii，RN9j @）和布拉
萨得（:BHH2b "`�bb�`/，RN88 @）首次提出了一个可行的利用量子力学产生密
码的方案，这个方案现在被叫做 ""39。后来人们提出了更多的类似的方案。
虽然这些方案的细节有很多区别，但基本原则和步骤都一样：爱丽丝和鲍勃
在经典信道的辅助下利用量子信道产生密码。一旦密码产生，爱丽丝和鲍勃
之间的通信就是前面介绍的大家熟知的经典加密通信：（R）爱丽丝利用这些
密码对信息加密；（k）在经典信道里把加密的信息传给鲍勃；（j）鲍勃利用
密码对信息进行解密。量子通信中的 ǳ量子Ǵ 指的就是利用量子力学产生密
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码。一旦密码产生，所有的通信都是经典的。

现在介绍 ""39 方案。在这个方案里，爱丽丝利用量子隐形传态向鲍勃传递
一系列光子偏振态，并且公开宣布这些偏振态只有如下四种，

|ϕ00⟩ = |0⟩ URyXeV

|ϕ10⟩ = |1⟩ URyXdV

|ϕ01⟩ = |0x⟩ = (|0⟩+ |1⟩)/
√
2 URyX3V

|ϕ11⟩ = |1x⟩ = (|0⟩ − |1⟩)/
√
2 URyXNV

但每次究竟传送了哪个偏振态是随机和保密的。鲍勃接收了这些偏振态以后
会对它们随机地用两种方式，Mz 或 Mx，测量，并通过公共经典信道和爱
丽丝比较讨论，最后留下一系列好的比特作为密码。注意上式中偏振态的下
标，这种二进制标记方式是理解下面 ""39 方案第 9 步的关键。

我们下面演示一下 ""39 方案的具体操作细节，利用它产生一段很短的二进
制密码。

RX 爱丽丝随机产生两个 N 位的二进制数 a 和 b，其中 a 永远保密而 b 暂
时保密。我们用 a1, a2, · · · , a9 和 b1, b2, · · · , b9 分别表示这两个数字 a

和 b 各个数位上的数字。例如在表RyXj中，a2 = 0- b7 = 1。

kX 利用量子隐形传态，爱丽丝根据每对数字 {ak, bk} 向鲍勃发送一系列
偏振态 |ϕakbk⟩。在表RyXj中，a1 = 1，b1 = 0，所以爱丽丝传给鲍勃的
第一个偏振态就是 |ϕ10⟩ = |1⟩。以此类推，爱丽丝按照这个表格依次
向鲍勃发送的 N 个偏振态。

jX 鲍勃随机产生一个 N 位的二进制数 b′，并按 b′k 依次对光子偏振态进
行测量：如果 b′k = 0，进行 Mz 测量，如果 b′k = 1，进行 Mx 测量。
在表RyXj中 b′1 = 1，鲍勃对第一个光子进行 Mx 测量；b′2 = 0，鲍勃对
第二个光子进行 Mz 测量，依次类推。鲍勃根据表RyXR依次记录下测
量结果，这些结果组成另一个 N 位的二进制数 a′。
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9X 爱丽丝公布 b，鲍勃将其和 b′ 逐位比较，如果 bk = b′k，则保留 a′k；如
果 bk ̸= b′k，则放弃 a′k。鲍勃通过公开经典信道告诉爱丽丝在哪些位
数 k 上，bk = b′k。爱丽丝保留相应的 ak。保留下来的 ak 或 a′k 就是
密码。对于表RyXj中的情况，保留下来的 ak 和 a′k 是同一个 9 位二进
制数 yRyy。

� R y R R R y y y R
# y y∗ R y∗ y R∗ R y∗ R
偏振态 |ϕ10⟩ |ϕ00⟩ |ϕ11⟩ |ϕ10⟩ |ϕ10⟩ |ϕ01⟩ |ϕ01⟩ |ϕ00⟩ |ϕ11⟩
#Ƕ R y∗ y y∗ R R∗ y y∗ y
测量 Mx Mz Mz Mz Mx Mx Mz Mz Mz

�Ƕ R y y R y y y y R

表 RyXj, ""39 量子密钥分配方案。 标出了 bk = b′k 的情况，相应的 ak 和
a′k 用粗体标出。

我们来分析一下最后一步，第 9 步。由于公式 URyXNV 中对四个偏振态的巧
妙编号，当 bk = b′k 时，测量结果是确定的，而且测量结果 a′k 一定和 ak 一
样。举个例子，在表RyXj中 b6 = b′6 = 1，鲍勃进行 Mz 测量，由于被测偏振
态是 |ϕ01⟩ = |0x⟩，测量结果 RyyW是 y（参见表RyXR），即 a′6 = 0，和 a6 = 0

一致。当 bk ̸= b′k 时，只有 8yW 可能有 ak = a′k。所以非常神奇地，在对 a

完全不知情的情况下，鲍勃通过和爱丽丝的量子和经典通信，利用量子测量
部分了解了 a。

上面介绍 ""39 量子密钥方案时，我们假设 a, b 只有 N 位数，最后得到了
一个 9 位数的密码。显然，a, b 可以是任意正整数。一般情况下，如果你想
得到一个 n 位的二进制密码，a, b 会被选成具有 4n+ δ 位的二进制数，δ 比
较大，根据实际情况来确定。为什么要选 4n + δ 位呢？这是为了安全和抗
干扰。在爱丽丝利用量子隐形传态向鲍勃传递光子态时，量子信道里的噪声
或伊娃的窃听会影响纠缠光子对，部分破坏或完全破坏光子对间的纠缠，这
样鲍勃得到的光偏振态就会和爱丽丝的不同。后果是，即使 bk = b′k，我们
可能也没有 ak = a′k。为了了解噪声和伊娃的窃听到底造成了多大损害，爱
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丽丝和鲍勃会从保留下来的大约 2n 个 ak 或 a′k 中再随机选出 n 个，在公
共经典信道中比较，如果符合率很高，就保留没有公开的 ak 或 a′k；如果符
合率很差，就完全放弃重新开始。

从上面的介绍可以看出，量子密钥分配对商业界广泛使用的 _a� 密钥协议
没有任何影响，它只是在产生和分配维南加密法中的密码。量子密钥分配的
优势是，它可以让相距很远的密码的使用者不用实际接触就能随时产生所需
的密码。

RyX8 未来的量子技术

在第一章，我们将量子技术归为两类：隐性量子技术和显性量子技术。隐性
量子技术实现的功能原则上可以用经典技术实现；显性量子技术实现的功能
原则上无法用经典技术实现。芯片技术是典型的隐性量子技术；量子计算机
是典型的显性量子技术。这两类技术不是互相竞争关系而是相互补充相互促
进。现代经典计算机和经典通信都依赖很多隐性量子技术，它们会继续发展，
永远也不会被量子计算机和量子通信取代。中国人常说以史为鉴。为了展望
未来，我们最好回顾历史，希望从历史的发展外推，从而瞥见未来的进程。

让我们通过几个例子回顾一下已经发展成熟的量子技术。先看看半导体技
术。人们很早就注意到了金属会导电，而以金刚石为代表的各类宝石则不会
导电。物理学家发现只有利用量子力学才能成功地解释这些材料的导电性
质。前面介绍了氢原子中电子的能级是分立的，即能级间存在 ǳ间隙Ǵ；其它
原子具有类似的分立能级。当把这些原子放在一起组成晶体时，这些分立的
能级都会变宽成能带以至于有些 ǳ间隙Ǵ 会消失，但有些 ǳ间隙Ǵ 非常顽强
地存活了下来，被称为晶体材料中的能隙。由于电子是费米子，每条能带能
填充的电子数是有限的。晶体里的电子会从最低的能带开始填直到没有电子
可填。对于金属等导体，能量最高的电子正好在某个能带的中间，这种情况
下电子可以很轻易地参与导电。绝缘体里的电子则会正好填满某个能隙以下
所有的能带，这种情况下电子必须获得足够的能量，克服这个能隙才能参与
导电（见图RyXj）。物理学家进而发现有一类材料介于导体和绝缘体之间，它
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图 RyXj, 绝缘体f半导体能带示意图。单个原子具有分立的能级，它们组成
晶体时，相应的能级会变宽成为能带。能带分为两种：如果其中的电子参与
导电，这种能带叫导带；如果其中的电子不参与导电，这种能带叫价带。半
导体的能隙不超过 j 个电子伏特。

们虽然也有能隙，但是能隙比较小，这就是半导体。通过各种手段，人们可
以轻易地调节半导体的导电性能，让它在导电和不导电间快速切换。利用半
导体的这个独特的性质，物理学家在 RN9d 年发明了晶体管。现代芯片技术
就是从这里开始的。

核磁共振成像技术的物理基础是磁场中自旋和光（或电磁波）相互作用形成
的量子共振现象。这个技术现在广泛应用于医学诊断。因为人体中有大量的
水和脂肪，它们都含有氢原子，所以医学诊断用的是氢原子的原子核——质
子的自旋。当自旋处于一个磁场中时，它沿磁场方向的两个自旋分量具有不
同的量子能级 E+ = µbB 和 E− = −µbB，其中 µb 是自旋的磁矩，B 是磁
场强度（见第eX9节）。自旋可以吸收光子，从能级为 E− 的方向翻转为能级
为 E+ 的方向；处于能级 E+ 时，自旋则会发射光子，翻转方向回到能级
E−。吸收和发射的光子频率都是 ν = (E+ − E−)/h。这就是核磁共振成像
技术的物理基础。质子自旋的磁矩很小，所以诊断时人体必须处于一个很强
的磁场，这时吸收和发射的光子频率 ν 正好对应普通的无线电波，一个技术
非常成熟的波段。诊断时，仪器会用电磁波改变核自旋方向，核自旋被激发
后又会释放电磁波，被附近的小天线接收。为了区别电磁波信号的位置，磁
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场不是均匀的，即 B 会随空间变化，这样不同位置核自旋放出的电磁波频
率 ν 就不一样。天线可以从频率来确定核自旋的位置。核自旋周围的物质会
影响它释放的电磁波，导致信号弛豫（`2H�t�iBQM），而且不同的环境物质导
致的弛豫不同。核磁共振成像技术就是利用不同的生物组织对信号弛豫的影
响不同来获得它们的图像。

上面的两个例子利用了非常不同的量子效应，但是它们都是单粒子的量子效
应，不依赖量子态的相干性。物理学家通过求解薛定谔方程知道，处于晶格
中的单个电子就具有能带结构和能隙。虽然半导体材料中有很多电子，电子
间有相互作用，会一定程度上影响电子的量子态（或波函数），但是电子间
的相互作用不会改变材料的能带结构，对材料的功能影响非常有限。半导体
材料中的缺陷和杂质也会影响电子的波函数，但只要量很小，影响也是有限
的。另外，半导体材料的功能只和电子在能带中填充情况有关，和电子波函
数的相干性没有任何关系。在核磁共振成像技术的应用中，核自旋间的相互
作用很弱可以忽略，所以也只需要操控单自旋的量子态。单自旋在电磁波激
发下的共振原则上是一个相干的量子现象。但是核自旋周围的物质会影响这
个相干性，导致退相干，这就是前面提到的弛豫现象。核磁共振成像技术正
是巧妙利用退相干来形成人体组织的图像。

当前所有成熟的隐性量子技术都是基于单粒子的量子效应，可以说这些技术
是通过利用和操控单个粒子的波函数（或量子态）来实现的，其中绝大多数
的技术完全不在意这些单粒子量子态的相干性。激光技术是人类迄今为止最
成熟的基于单粒子波函数相干性的量子技术。虽然一束激光里有很多光子，
但光子间没有任何纠缠；激光束中的光子都具有相同的单光子波函数。现代
激光技术可以非常精确地调控这些波函数的偏振，形状和相位。现在世界上
最精确的钟就是利用激光的相干性做出来的。

量子信息技术的实现则需要精确地调控多体量子态（或波函数），同时保持
量子态的相干性。在前面的介绍中，我们看到量子隐形传态涉及精确调控三
个纠缠光子的偏振状态。所以从历史角度，我们也可以将量子技术分为两类：
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单体量子技术和多体量子技术。单体量子技术还有很大的发展空间，将继续
前进。人类踏上多体量子技术的征程是不可避免的：我们已经起步了，正迈
向这个技术的终点——量子计算机。量子计算机代表人类量子技术的至高理
想：精确调控每一个多体波函数的每一个细节，并让它在希尔伯特空间精确
而有序地演化。实现这个至高理想非常艰难，这可能是人类有史以来碰到的
最大技术挑战，难度甚至高于可控核聚变。我们的征途将是漫长的，但没有
任何理由却步，每战胜一个挑战，人类文明就往前一步。量子计算机的成功
将标志着人类文明的一个大跃进。
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推荐阅读

对于有兴趣继续了解和探索量子世界的读者，下面是一个推荐书单。

RX 弗兰克·维尔切克（6`�MF qBH+x2F）� "2�miB7mH Zm2biBQM US2M;mBM-
kyReVc 中译本, 《美丽之问》（湖南科学技术出版社，kyR3）。这是一本
科普书。结合自己的研究经历，作者概述了整个物理学的发展，阐述
了自己对物理探索的整体思考。你可以直接阅读量子物理那部分。书
尾有一个附录，对各种物理名词做了通俗易懂的解释，可以当工具书
用。

kX 莱纳德·萨斯坎德（G2QM�`/ ambbFBM/）Zm�MimK J2+?�MB+b U"�bB+
"QQFb- kyR9V；无中译本。这本书只要求读者具备初等的数学和物理知
识；和本书类似。

jX 理查德·费曼（_B+?�`/ 62vMK�M），G2+im`2b QM S?vbB+b U�//BbQM@
q2bH2v Sm#HBb?BM; *QKT�Mv- RNejV（量子物理部分V；中译本：《费恩
曼物理讲义》（上海科学技术出版社，kyRj）。这是费曼在加州理工给
一年级本科生上课的讲义，所以对数学的要求也不高。

9X 狄拉克（SX�XJ .B`�+）h?2 S`BM+BTH2b Q7 Zm�MimK J2+?�MB+b UPt7Q`/
lMBp2`bBiv S`2bb- RN83Vc 中译本：狄拉克《量子力学原理》（科学出版
社，kyy3）。这是狄拉克写给专业人士的，但是书的开头有很多论述并
不涉及高深的数学。

8X 约翰·冯·诺依曼（CQ?M pQM L2mK�MM）J�i?2K�iB+�H 6QmM/�iBQMb
Q7 Zm�MimK J2+?�MB+b US`BM+2iQM lMBp2`bBiv S`2bb- RN88V；无中译本。
在这本书，冯·诺依曼首次指出量子世界是生活在希尔伯特空间里；他
还详细论述了以波包塌缩为核心的量子测量理论，为以后所有量子力
学教科书对量子测量的描述设立了标杆。这本书是写给专业人士的。
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eX 曾谨言，《量子力学》（科学出版社，RNNy）。这是北京大学物理专业学
生的教科书。
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致谢

我是 kyR3 年 R 月 Rj 日开始撰写本书的，大致在 kyR3 年 3 月底完成了初
稿。在这期间，由于第一章和第二章几乎不涉及数学，在朋友间有小范围传
播，他们给我提了很多很好的意见，并指出了很多错误。他们有陈澍、周正
威、姜颖、郭秋怡、左明慧、陈学斌、刘禾、何洪波、陈伟、杨爱玲等。在
书稿即将交付出版社之际，刘洪强、罗小兵、姜颖、郭秋怡又仔细阅读了全
部书稿，提出了很多非常细致的修改意见。

在最初的构想里是没有第一章的。有一天，兰梅女士问我，“什么是量子？”，
并让我给出最简短的回答。第一章就是我对这个问题 ǳ最简短Ǵ 的回答。

我的老师，北京师范大学的裴寿镛教授，细致阅读了我非常马虎的初稿，给
我提了很多宝贵意见并给了我非常大的鼓励。

本书最初是我在北京大学讲授量子力学公共选修课的讲义，学生主要是非物
理专业的学生，包括不少文科系的学生。他们在教学过程中提出的问题和建
议对本书的撰写和修改帮助非常大。还有很多同学帮我纠正了讲义中的小错
误。他们有李昊、张艺、虢中奇、李维康、董晨阳、黄伟淇、谢中林、刘鑫
辰、刘家成、谭舒眉、董婧文等同学。如有遗漏，请见谅。我还要感谢李润
珩和董婧文同学在教学过程中提供的帮助。

张云开帮助设计了封面。

最后我在此向所有帮助过我的老师、同事、朋友和学生致以深深的谢意。
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